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Моделирование термических напряжений 
при упрочнении поверхности изделия 

тепловым импульсом
М. В. Темлянцев1, О. Л. Базайкина2, Е. Н. Темлянцева1,

В. Я. Целлермаер1
1 Сибирский государственный индустриальный университет (Россия, 654007, Кемеровская обл. -  Кузбасс, Новокузнецк, 
ул. Кирова, 42)
2 Владимирский юридический институт ФСИН России (Россия, 600020, Владимир, ул. Большая Нижегородская, 67Е)

А ннот ация. Статья содержит частное решение линейного варианта задачи динамической термоупругости в приложении к моделирова
нию условий поверхностного упрочнения металлических изделий энергетическим импульсом. Уравнение движения среды рассмат
ривается совместно с моделью температурного импульса, опробованной ранее на совместимость с частными случаями уравнений па
раболической и гиперболической теплопроводности. Представлена задача о нагружении плоской грани короткого кругового цилиндра 
(диска) температурным импульсом. Импульс является следствием принятой структуры объемной плотности мощности теплового 
потока, временной множитель которой имеет форму одной волны функции Хевисайда. Для построения тензора термических напря
жений авторы использовали классический термоупругий потенциал перемещений и метод его разделения на произведение функций 
независимых переменных. Получены дифференциальные уравнения для функций-сомножителей, найдены их общие решения. Для 
компонент тензора термических напряжений поставлены естественные граничные условия. Полученные решения имеют форму от
резков функциональных рядов (функции Бесселя по радиальной координате и экспоненциальной функции по осевой координате). Рас
смотрен численный пример нагружения диска из стали марки 40ХН, механические свойства которой чувствительны к температурной 
обработке. При расчетах авторы использовали пакет компьютерной математики Maple. Приближенные решения учитывают первые 
24 члена функциональных рядов. Расчеты примера позволяют объяснить наличие пиков напряжений и интенсивности напряжений как 
следствие взаимно обратных процессов роста температурных напряжений и уменьшения коэффициентов упругости с ростом темпера
туры. Численный пример предостерегает от опоры только на оценки решений задач термоупругости без учета пластических и вязких 
свойств материала.

К лю чевы е слова: круглый цилиндр, поверхностное упрочнение, термические напряжения, термоупругий потенциал перемещений, темпера
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Abstract. A particular solution of a linear variant of the dynamic thermal elasticity problem is considered in application to modeling the conditions of 
surface hardening of metal products by an energy pulse. The authors determined the equation of medium motion with the model of temperature pulse 
tested earlier for compatibility with special cases of the equations of parabolic and hyperbolic thermal conductivity. The problem of loading a flat 
plane of a short circular cylinder (disk) with a temperature pulse is presented. Pulse is a consequence of adopted structure of the volumetric power 
density of the heat flux, the time multiplier of which has the form of a single wave of the Heaviside function. Classical thermoelastic displacement 
potential and the method of its division into the product of independent variables functions were used to construct the thermal stress tensor. Differential 
equations for multiplier functions and their general solutions were found. Natural boundary conditions were set for the components of thermal stress
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tensor, and their tasks were solved. The obtained solutions are in the form of segments of functional series (the Bessel function in radial coordinate 
and the exponential function in axial coordinate). The article considers a numerical example of loading a disk made of 40KhN steel which has the 
mechanical properties sensitive to temperature treatment. Maple computer mathematics package was used in the calculations. Approximate solutions 
take into account the first 24 terms of the functional series. Estimation of the example makes it possible to explain the presence of stress peaks and 
stress intensity as a consequence of mutually inverse processes of temperature stress growth and reduction of elasticity coefficients with temperature 
rise. The numerical example warns against relying only on estimates of solutions to thermoelasticity problems without taking into account the plastic 
and viscous properties of the material.

Keywords: round cylinder, surface hardening, thermal stresses, thermoelastic displacement potential, temperature pulse, boundary conditions, 40KhN 
steel, quenching, tempering
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Введение

О д н о й  и з  р е с у р с о с б е р е г а ю щ и х  т е х н о л о г и й  о б р а 
б о т к и  м е т а л л о в  я в л я е т с я  м е т о д  п о в е р х н о с т н о г о  у п р о ч 
н е н и я  м е т а л л и ч е с к о г о  и зд е л и я . Ш и р о к о  и с п о л ь зу ю т с я  
м е т о д ы  э л е к т р о в з р ы в н о й  [1], п л а з м е н н о й  [2, 3] и  л а 
з е р н о й  [4 , 5] о б р а б о т о к  п о в е р х н о с т е й  и з д е л и й  э н е р 
г е т и ч е с к и м и  и м п у л ь с а м и . К а к  п р а в и л о , о с н о в н о й  
и н т е р е с  и с с л е д о в а т е л е й  с о с р е д о т о ч е н  н а  д и н а м и к е  
т е м п е р а т у р н о г о  п о л я , е е  в л и я н и и  н а  ф а зо в ы й  с о с т а в  
у п р о ч н я е м о г о  с л о я  и  м е х а н и зм ы  у п р о ч н е н и я  п о в е р х 
н о с т н о г о  сл оя .

П е р е м е н н о е  т е м п е р а т у р н о е  п о л е  в и м п у л ь с е  н е и з 
б еж н о  п о р о ж д а е т  в п о в е р х н о с т н о м  с л о е  зн а ч и те л ь н ы е  
т е р м и ч е с к и е  н ап р я ж е н и я , р а зр у ш а ю щ и е  с тр у к ту р у  
п о в е р х н о с т н о г о  сл оя . О ц е н к а  у п р у г и х  т е р м и ч е с к и х  
н а п р я ж е н и й  з а в и с и т  о т  п о с т а н о в к и  и  ф о р м ы  р е ш е н и я  
о б о б щ е н н о й  за д а ч и  д л я  у р а в н е н и й  те р м о у п р у го с т и , к о 
т о р а я  с т а в и т с я  д л я  с и с т е м ы  д в у х  у р а в н е н и й  (д в и ж е н и я  
э л е м е н т о в  с р е д ы  и  р а с п р о с т р а н е н и я  в н е й  теп л а) .

К л а с с и ч е с к о е  п а р а б о л и ч е с к о е  у р а в н е н и е  т е п л о п р о 
в о д н о с т и  п р и в о д и т  к  ад е к в а т н ы м  р е ш е н и я м  д л я  б о л ь 
ш и н с т в а  т е х  и н ж е н е р н ы х  зад ач , в  к о то р ы х  в р е м я  т е р м и 
ч ес к о го  в о зд е й с т в и я  н е  м е н ь ш е  о д н о й  м и к р о с е к у н д ы . 
О д н ако  э ф ф е к т ы  д е й с т в и я  и о н н ы х , п л а зм е н н ы х , э л е к 
т р о м а г н и т н ы х  и з л у ч е н и й  с  м е н ь ш е й  д л и т е л ь н о с т ь ю  не 
о п и с ы в а ю т с я  в р а м к а х  э т о й  м о д ел и , т а к  к а к  э л е м е н т ы  
с р е д ы  н е  у с п е в а ю т  р е л а к с и р о в а т ь  д е й с т в и е  э т и х  и зл у 
ч ен и й . П р и м е р  у ч е т а  в р е м е н и  р е л а к с а ц и и  п р и  и зу ч е 
н и и  и зм е н е н и й  в  м а т е р и а л а х  п р и  л а зе р н о м  в о зд е й с т в и и  
п р е д с т а в л е н  в  р а б о т е  [6].

В  р а б о т е  [7] п р и в е д е н  о б о б щ е н н ы й  за к о н  Ф у р ь е , к о 
т о р ы й  о т л и ч а е т с я  о т  к л а с с и ч е с к о го  в в е д е н и е м  п а р а м е т 
р а  т (в р е м я  р е л а к с а ц и и  с р е д о й  г р а д и е н т а  т е м п е р а т у р 
н о го  п о л я ) , и м е ю щ е го  с м ы с л  в р е м е н и  за п а зд ы в а н и я  
ф о р м и р о в а н и я  в е к т о р а  п л о т н о с т и  п о т о к а  т е п л а  о т н о с и 
т е л ь н о  о т р и ц а те л ь н о го  в е к т о р а  г р а д и е н т а  т ем п ер ату р ы . 
В  р езу л ьтате  у р а в н е н и е  т е п л о п р о в о д н о с т и  с т а н о в и т с я  
г и п е р б о л и ч е с к и м , а  с р е д а  п р и о б р е т а е т  н о в у ю  х а р а к т е 
р и с т и к у  (к о н еч н у ю  ск о р о с т ь  р а с п р о с т р а н е н и я  т е п л о 
в о й  в о л н ы ) [8]. К а к  с л е д у е т  и з т е о р е т и ч е с к о й  о ц е н к и  
в р а б о т е  [9], т <  1 м кс.

В  р а б о т е  [10] р а зр а б о т а н а  м о д е л ь  у р а в н е н и я  т е п 
л о п р о в о д н о с т и  с  д в у м я  п а р а м е т р а м и  за п а зд ы в а н и я  
(т? и  т т , где  тт -  в р е м я  за п а зд ы в а н и я  ф о р м и р о в а н и я  
г р а д и е н т а  т ем п ер ату р ы ). О ц е н к и  в е л и ч и н  т и  т т с л е 
д у ю щ и е : 0 <  т ? <  т т , д л я  м е т а л л о в  т т ~  (1 ^  10)т? . О с о 
б е н н о с т и  д е й с т в и й  п а р а м е т р о в  т̂  и  т т п р о я в л я ю т с я  п р и  
о б р а б о тк е  п о в е р х н о с т е й  м е т а л л о в  к о р о т к и м и  л а з е р н ы 
м и  и м п у л ь с а м и  (н а н о с е к у н д н о й  д л и т е л ь н о с т и )  [11].

Н о в ы е  п о д х о д ы  к  м о д е л и р о в а н и ю  [12 , 13] в к л ю ч а 
ю т  о п и с а н и е  о п т и ч е с к и х  св о й с т в  м а т е р и а л о в , б ы с т 
р о  м е н я ю щ и х с я  в п р о ц е с с е  о б л у ч е н и я , н ел и н ей н о го  
р а с п р о с т р а н е н и я  у л ь т р а к о р о т к и х  и м п у л ь с о в  и зл у ч е н и я  
в п о гл о щ а ю щ и х  с р е д а х , п е р е д а ч и  э н е р г и и  о т  э л е к т р о н 
н о й  к  а то м а р н о й  п о д с и с т е м е , ф о р м и р о в а н и я  и  р а с п р о 
с т р а н е н и я  в о л н  н а п р я ж е н и й  и  д е ф о р м а ц и й  в м а тер и ал е  
п о д  и х  в л и я н и ем .

Э л е к т р о в зр ы в н о е  и л и  п л а зм е н н о е  в о зд е й с т в и я  н а  
п о в е р х н о с т ь  д о  т е м п е р а т у р ы  о п л а в л е н и я  п о в е р х н о с т 
н о го  с л о я  д л и т с я  н е  м е н е е  д е с я т к а  м и к р о с е к у н д , что  
в п о л н е  о п и с ы в а е т с я  т е п л о п е р е н о с о м  с о гл а сн о  п а р а б о 
л и ч е с к о м у  у р а в н е н и ю  т е п л о п р о в о д н о с т и . Р а н е е  в  р а б о 
т е  [14] н а  ч и с л е н н о м  п р и м е р е  п о к а з а н а  за в и с и м о с т ь  д и 
н а м и к и  те м п е р а т у р н о г о  п о л я  о т  с т р у к т у р ы  у р а в н е н и я  
те п л о п р о в о д н о с т и .

В  н а с т о я щ е й  р а б о т е  т е р м и ч е с к и е  н ап р я ж е н и я , и н и 
ц и и р у е м ы е  т е п л о в ы м  э к в и в а л е н т о м  э н е р ге ти ч е с к о го  
и м п у л ь са , о ц е н и в а ю т с я  р е ш е н и е м  за д а ч и  д л я  у р а в н е 
н и я  д в и ж е н и я  т е р м о у п р у го й  с р е д ы  ц и л и н д р а  к о н еч н о й  
д л и н ы . У р ав н ен и е  с о д е р ж и т  г р а д и е н т  те м п е р а т у р ы  
теп л о в о г о  и м п у л ьса . И с п о л ь зо в а н а  о д н а  и з м о д е л е й  
теп л о в о г о  и м п у л ь с а , п о л у ч е н н а я  р а н е е  [15, 16].

Уравнения задачи

Р а с с м а т р и в а е т с я  у р а в н е н и е  д в и ж е н и я  те р м о у п р у го й  
и зо т р о п н о й  с р е д ы  [17]:

|оДи +  (А, +  |4)grad(divM ) -  у  g ra d  Г  =  %
д 2и

Ht2 ’
(1 )

где  u (x , t) =  x t -  x  -  в ек то р  с м е щ е н и я  м а т е р и а л ь н о й  т о ч 
к и  x, з а н и м а ю щ е й  в н а ч а л ь н ы й  м о м е н т  в р е м е н и  t0 п о л о -
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ж е н и е  x = x(t0 ), в  п о л о ж е н и е  x ‘ = x (t), з а н и м а е м о е  то ч к о й  
в м о м е н т  в р е м е н и  t >  to ; T = T(x, t) -  т е м п е р а т у р а  м ате 
р и а л ь н о й  т о ч к и  x  ср ед ы  в м о м е н т  t >  to ; y =  (2 ц + З Щ  
X и  ц  -  п о сто ян н ы е  Л ам е; в  -  к о эф ф и ц и ен т  л и н ей н о го  
теп л о в о го  р асш и р ен и я ; % =  %(x, t) -  п л о т н о с т ь  м а т е р и а л а  
в м а л о й  о к р е с т н о с т и  т о ч к и  x  с р е д ы  в м о м е н т  t >  t0 .

В  с л у ч а е  о с е в о й  с и м м е т р и и  к о м п о н е н т ы  т е н з о 
р а  у п р у г и х  л и н е й н ы х  д е ф о р м а ц и й  в ы р а ж а ю т с я  ч е р е з

к о о р д и н а ты  ur =  и и  uz =  w в е к т о р а  с м е щ е н и я  и:
ди

~дг’

фф
( ди  ЭмЛ 

\ d z  d r
о б ъ е м н о е  р а с ш и р е -

и  d w  1
' ’ ^zz — о ’ ®rz ~  ~г  d z  2  

д и  и  d w
н и е  . В е к т о р н о е  у р а в н е н и е  д в и ж е н и я  (1 )

d r  г  d z

э к в и в а л е н т н о  си с т е м е  с к а л я р н ы х  у р а в н е н и й  д в и ж е н и я  
д л я  д в у х  н е н у л е в ы х  к о м п о н е н т  в е к т о р а  п ер ем ещ ен и я :

AF ( r ,  z ,  / ) - ^ ± ^ р Г ( г ,  z , 0  =
X 4- 2 ц

^  % d 2F ( r ,  z ,  t)

X  +  2  р  d t2
(3)

П р и м е н и м  к  п о т е н ц и а л у  F (r, z , t) п р о ц е д у р у  р а зд е л е 
н и я  п е р е м е н н ы х  F  (r , z , t) =  Ur (r )  Uz (z) W(t).

З а д а д и м  т е п л о в о й  и м п у л ь с  T  (r , z , t), н е за в и с я щ и й  
о т  к о о р д и н аты  r ,  со  с т р у к т у р о й  T = T0W (t) Uz (z) (зд есь  
W( t) -  р а зв е р т к а  во  в р е м е н и  т е м п е р а т у р н о го  и м п у л ь с а  
е д и н и ч н о й  в ы со ты , и м е ю щ а я  ф о р м у  р а в н о б е д р е н н о г о  
т р е у г о л ь н и к а  с  д л и н о й  о с н о в а н и я  с в д о л ь  о с и  в р е м е 
н и  t [16]):

W (t)  = - - - ( 2 t - c ) H  
с  с

'  с > 
t - -  

V 2 ,
+  2 (* C>>H { t - c ) ,

. и  А +  р  d
Л и 2 + ------

г  р  d r

f д и  и  d w \  
+  — +

d r d z

ЗА + 2 p  d T  % d 2u
1R — =
P d r  p  d t2 ’

A w  +
А +  р  d д и  и  <5иЛ

—  +  — н------
d r  r  d zp  d z

ЗА + 2 p  d T  _  % d 2w

p  d z

=  A  

p  d t

(2 )

О б о зн а ч и м  F ( r ,  ф, z) т е р м о у п р у ги й  п о т е н ц и а л  п е р е 
м ещ ен и й . Т огд а  п е р е м е щ е н и я  и  д е ф о р м а ц и и  п р е д с т а в 
л я ю т с я  [18] в  в и д е

d F  d F
и  = — ; w  = — ; 

d r  d z

ди и dw d2F  1 dF d2F
-----------1-----------1------------— ----------z r  H---------------------1----------- z r

dr r dz dr2 r dr dz2 =  AF ,

а с и с т е м а  (2 ) п е р е п и ш е т с я  с л е д у ю щ и м  о б разом :

+ P£I =
d r  d r  p  d r

_ p

\ i .d t2 y d r )  \ i d r y d t 2 /

5  AET A +  p  5  3X + 2 \i  d T
— A F  + ----- - — AF -------------— В—  =
d z  p  d z  p  d z

Р д X д f  8 F )
р  d t2 l d z J p  d z

1

И н т е г р и р у я  п е р в о е  у р а в н е н и е  п о  п е р е м е н н о й  r ,  а  
в то р о е  -  п о  п е р е м е н н о й  z , п р и х о д и м  к  о д н о м у  и  т о м у  
ж е  н ео д н о р о д н о м у  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о м у  у р а в н е н и ю  
(в  ч а с т н ы х  п р о и зв о д н ы х ) в то р о го  п о р я д к а  д л я  ф у н к ц и и  
F ( r ,  ф, z):

где  H ( t)  -  ф у н к ц и я  Х е в и с а й д а ; To -  м а к с и м у м  т е м п е 
р а т у р ы  в с и м м е т р и ч н о м  т р е у г о л ь н о м  и м п у л ь с е  т е м п е 
р а ту р н о го  н а гр у ж е н и я , д о с т и г а е м ы й  в м о м е н т  в р е м е н и  

■ с; ф у н к ц и я  W(t) к у с о ч н о -л и н е й н а я  в п р о м еж у т к е

ч
Л /

U l f c
Vz  У

d 2 w
п р о м е ж у т к е  ■

d t2

в р е м е н и  c д е й с т в и я  и м п у л ь са , в  это м

С  у ч е т о м  п р и н я т ы х  стр у к ту р  ф у н к ц и й  F ( r ,  z , t) 
и  T (r, z , t) у р а в н е н и е  (3 ) р а с п а д а е т с я  н а  д в а  н е за в и с и 
м ы х  п о  а р г у м е н та м  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х  у р а в н е н и я , 
с в я за н н ы е  о б щ е й  п о к а  н е о п р е д е л е н н о й  п о с т о я н н о й  v:

_ 1 , ЗА, + 2р
u ; + - u ' r + v u r = --------- --

r г  r г А +  2 р  

U l - v U  =  0 .

Р Т0;
(4)

В  в ы р а ж е н и я х  (4 ) зн а ч е н и я  X, ц, в  н е  за в и с я т  о т  п е 
р е м е н н ы х  r и  z , п о эт о м у  п р и  к аж д о м  зн а ч е н и и  т е м п е р а 
т у р ы  t и х  м о ж н о  р а с с м а т р и в а т ь  к а к  п о с т о я н н ы е  в е л и ч и 

н ы . Д л я  с и с т е м ы  у р а в н е н и й  (4 ) п а р а м е т р  к  =
ЗХ + 2ц 
X +  2 ц

ЭГ„

я в л я е т с я  б е зр азм ер н ы м .
Р е ш е н и е м  п ер в о го  у р а в н е н и я  с и с т е м ы  (4 ) я в л я е т с я  

ф у н к ц и я

Ur(r) = q j ( o ,  Vvr) + C2y (o, y / v r ) -* ,

р е ш е н и е м  в то р о го  у р а в н е н и я  с л у ж и т  ф у н к ц и я

Uz{z) = Qle ^ +Q2e ^ ,

где C 1 , C 2 , Q 1 , Q 2 -  п рои звол ьн ы е п остоян н ы е; У^О, y fv r j  -  

ф у н к ц и я  Б е с с е л я  п е р в о г о  р о д а  н у л е в о г о  п о р я д к а ; 

У^О, y f v z j  -  ф у н к ц и я  Б е с с е л я  в то р о го  р о д а  [19] н у л ев о го  

п о р я д к а ; v  -  п а р а м е т р  ф у н к ц и й ).
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П р о с т е й ш и й  в а р и а н т  тер м и ч е с к о г о  п о т е н ц и а л а  п е р е м е 
щ е н и я  м о ж е т  б ы ть  п р е д с т а в л е н  в  в и д е

F (r ,  z ,  t) = Ur (r)Uz (z)W(t) =

C , j [  0 , ^ r ) - Qie
—y/vz

- - - ( 2 ; - с ) я Г ; - - 1  + 2(/ c^H ( t - c )  
c c \ c J  c

Деформации и напряжения общего вида

Н а й д е н н ы е  ч е р е з  п о т е н ц и а л  п е р е м е щ е н и й  к о м п о 
н е н т ы  т е н з о р а  л и н е й н ы х  д е ф о р м а ц и й  о б щ его  в и д а  и м е 
ю т  с л е д у ю щ и е  в ы р аж ен и я :

П о л у ч и л и  н а п р я ж е н и я , в ы р а ж е н н ы е  ч е р е з  д в е  п р о 
и зв о л ь н ы е  п о с т о я н н ы е  С , Q 2 , и  п о к а  н е о п р е д е л е н н ы й  
п а р а м е т р  v  ф у н к ц и й  Б ес с е л я :

ст„=2 G Cv J (1’ ^ г) I г  \
\ l v r  4 '

- Q 2kr\ e - ^ W ( t ) ;

° w = ~ 2 G

. J (l, F r )
Сл/v —---------- + Q2kr\ e~^zW(t);

g zz= 2 g (c v J ( o, y jvrj -  (r) + Y)Q2kje~'^zW(t); 

a rz= 2 G C v j ( l ,  ^ ry - ^ zW(t).

d 2U r
e „  = -

d r
U .W  = C v2 z

4 1. > /v r )  ,  r  v
v r  - j ( 0, M

y]Vr 4 '
e ~ ^ z W ;

_  1 dU.  
“фф_г dr

. J
= — t^ U zW = -C V v" V’ " "

( l ,  \ / v r )

= Ur d- ^ W  = {C vJ  (o, ^ r ) e ~ ^ z - Q 2k e - ^ W ;

e„ =-
d U ^ d U ,  

dr dz

r d2Ur_ + l d U ,  ^

w  =  C \ j { \ ,  4 v r y - ^ zw-,

dr2 r  dr
U + U ,

d 2Uz 

r dz2
W  = - Q 2k e ^ zW,

a „ = 2 G

^ = 2 G

o . = 2  G

f  c   ̂
e„ + - — —  e

1 - 2 cj

Выбор граничных условий для напряжений 
общего вида

Г р а н и ч н о е  у с л о в и е  д ля  н а п р я ж е н и й  o rr . П р и  r  = R  
и  л ю б ы х  t  >  0 , z  >  0 д л я  в с е х  зн а ч е н и й  v. сп р ав ед л и в о  
o rr =  0. П о л у ч а е м  с е м е й с т в а  к о эф ф и ц и е н то в  c  . =  C(v. ), 
d q t =  Q 2 (v .), п р и в я з а н н ы х  к  зн а ч е н и я м  v. п а р а м е т р а  
v  (где  d  -  н е к о то р а я  п о с т о я н н а я , п о д л е ж а щ а я  о п р е д е 
л ен и ю ). О б о зн а ч а я  p  . = c v . ,  п р и х о д и м  к  в о зм о ж н о с т и  
п о д б о р а  т а к и х  зн а ч е н и й  к о эф ф и ц и е н то в  p  q  и  d , п р и  
к о то р ы х  у д о в л е т в о р я е т с я  гр а н и ч н о е  у с л о в и е

c i „ = 2 G

где C  = C Q  .
У р а в н е н и я  с в я зи  [16] м е ж д у  у п р у г и м и  н а п р я ж е н и 

я м и  и  д е ф о р м а ц и я м и  в  ц и л и н д р и ч е с к и х  к о о р д и н а та х  
в с л у ч а е  о с е в о й  с и м м е т р и и  и м е ю т  вид :

' "
00

I P i
1=1

_ V

V J - j ( o  »Vvj
Vv , r  v >

- d k v ^ q f i  ^ z
1=1

W(t).

П у с ть  — д о л я  н а п р я ж е н и я  o rr в  зн а ч е н и и

2 G  в  с е ч е н и и  z  =  0 ц и л и н д р а  в  м о м е н т  t  = c /2  и  q  -  ч л е 
н ы  ч и с л о в о й  п о с л е д о в а т е л ь н о с т и

е  + -
1 -2 о

: 2 G erz>

1  1 1 1 1 г п г
) ’ 2 ' 4 ’ 8 ’ 16’ ,2 У

где G  -  м о д у л ь  с д в и га ; о  -  к о э ф ф и ц и е н т  П у а с с о н а  м а т е 
р и а л а  ц и л и н д р а .

д л я к о то р ы х  ^ < 7 ; = 1 .  Т о гд а  в ы р а ж е н и е  в с е ч е н и и
г=1

В в е д е м  о б о зн а ч е н и е
1 - 2 с т

н е н т  т е н зо р а  н а п р я ж е н и й  п р и м у т  вид :

г |, в ы р а ж е н и я  к ом п о-
z  =  0 в м о м е н т  t  = c /2  п р и м е т  в и д

O r =  2 G (O r +  n e ) ; 

о  =  2 G (e  +  n e );ФФ ФФ

Ozz =  2 G (e zz +  n e ) ;

о  =  2 G e  .rz rz

= z
1=1

P i
J ( l  y f c r )  /  r -  V

Vv , r  4 '

k  + 2\i

П о м н я , ч то  м а к с и м а л ь н о е  зн а ч е н и е  о т н о с и те л ь н о го  
н а п р я ж е н и я  ст„. =  1, п о л у ч а е м  р а зл о ж е н и е  п о с т о я н н о й

818



Izvestiya . Ferrous Metallurgy. 2021 , vol. 64, no. 11, pp. 8 1 5 -8 2 4 .
© 2021. Temlyantsev M.V, Bazaikina O.L., Temlyantseva E.N., Tsellermaer V.Ya. Modeling of thermal stresses during hardening the product surface ...

в е л и ч и н ы  X + cT ^  + ^  A0(3(A0) p  в р я д  Д и н и -Б е с с е л я  п о
А + 2ц

б ази су  ф у н к ц и й

I ' F r v 'J<=1 Б ес-

с е л я  [19]:

1 +  ^ ^ Щ Г о)11 =

=Ел
i=i

А- + 2ц

rj( 1. Fr)
F iг

J \(О ,  Fr) (5 )

Т р е б о в а н и я  к  н а п р я ж е н и я м  o rr -  н у л ев ы е  зн ач ен и я  
н а  п о в е р х н о с т и  r  = R  ц и л и н д р а . Э то  в о зм о ж н о  п р и  
в ы п о л н е н и и  р а в е н с т в а  J (1 , £) =  J (0 , £)£ (где £ =  y/ vR ). 
И м е е т с я  сч е тн о е  м н о ж е с т в о  п о л о ж и т е л ь н ы х  к о р н е й  

=  ^/v~R э то го  р ав е н с тв а . К о э ф ф и ц и е н т ы р .  р я д а  Д и н и - 
Б е с с е л я  н а х о д я тс я  п о  ф орм ул е:

2H fy|fr"pH
Л 2 [У 2 ( 0 , ^ ) + У 2 ( 1 , д ]

х

П о гр е ш н о с т ь  п р и б л и ж е н н о го  п р е д с т а в л е н и я  н а п р я 
ж е н и я  <згг з а в и с и т  о т  д л и н ы  n  о т р е зк а  р я д а  Д и н и -Б е с -  
сел я:

a r r = 2 G (T )
1=1

r 0 >  F r )  /  г- \ v г  -J{°> Fr)
yh r

,~-Fiz _

- d ^ k q ^ r^Fi2 2t 2 m 
--------- (21 -  c )H

, c  c

t  o 't - -
\  2 )  c

+ 2{t  с ) я ( ^ _ с )

к = т ± £ - п о т -X + 2ц

Т р еб о ва н и е  д ля  о к р у ж н ы х  н а п р я ж е н и й  о фф-  и х  р а 
в е н с тв о  р а д и а л ь н ы м  н а п р я ж е н и я м  o rr н а  о с и  ц и л и н д р а  
(г  =  0). С р а в н и м  н а п р я ж е н и я  о фф (v) с н а п р я ж е н и я м и  
o rr (v) п р и  к аж д о м  зн а ч е н и и  v  п р и  r  ^  0. Т а к  к а к

lim
Vvr—>0

V У

_1

2 ’

lim
■Jvr >0

1

y/ w

т о  и сх о д н о е  у с л о в и е  р а в е н с т в а  в ы п о л н я ется :

'  1 >
ct(v )rr lr=0 : o(v).

lr=0
- - - е ы e ^ “ W V ) .

В в е д я  т а к у ю  ж е  д о л ю  н а п р я ж е н и я  о фф в 2 G  в  с е ч е 
н и и  z  =  0 ц и л и н д р а  в м о м е н т  t = с  и  т е  ж е  к о э ф ф и ц и е н 
т ы  q ., d , ч то  и  в ы ш е , п о л у ч и м  н а п р я ж е н и е  в с е ч е н и и
z  =  0 ц и л и н д р а  в м о м е н т  t = с:

у  nF  F r)
Vvir

\

У

+ d 3̂ F 0Р(Г 0)Т! . 
A, + 2ц

Т ак  к ак  м а к с и м а л ь н о е  зн ач ен и е  м о д у л я  н а п р я ж е н и й  
cr^ =  1, то  зап и сь

(F FF У

{ Fr J V

ЗА + 2ц 
A + 2ц

л

У

я в л я е т с я  р а зл о ж е н и е м  р а в е н с т в а  п о с т о я н н о й

1 + d
ЗА, + 2ц 
Я + 2ц W o ) n

У

в р я д  Ф у р ь е -Б е с с е л я  р а зл о ж е н и я  п о  о р то го н а л ь н о м у  
б ази су

A1* Fr)
с о с т а в л е н н о м у  и з ф у н к ц и й  Б е с с е л я . З н а ч е н и я  v. п а р а 
м е т р а  v  н а х о д я тс я  п о  к о р н я м  у р а в н е н и й  J ( 1 ,  £) =  0 ,2  
и  J  (1 , £) =  0,1 (где  £ =  y/ v R ). К о э ф ф и ц и е н т ы  р .  н а х о д я т 
с я  п о  с л е д у ю щ е й  ф орм ул е:

Р, =

1 + d
ЗА + 2ц 
А + 2ц W o f t

R & 2 (2 , У
| у (! , ^ r j d r .

В  р езу л ь тате  п о л у ч а е м  в ы р а ж е н и е  о к р у ж н ы х  н а п р я 
ж е н и й

а фф= - 2 С ( Г )
00

v  n
W i ,  V ^ ) j

i= 1 ^  J
+ d ^ ^ T m T ) r [f j q ie - ^ z 

А + 2ц м

е - ^ г +

В ы б о р  г р а н и ч н ы х  у с л о в и й  д ля  н а п р я ж е н и й  o zz . Д л я  
к аж д о го  зн а ч е н и я  v. в ы р а ж е н и е  о  (v. ) и м е е т  вид :

г

<*B(Vt) = 2G ctv , j ( p ,  Fr)~
V

■ (л + l ) d ^ ^ T ( t ) m q ] e - ^ zW(t).
А + 2ц )

819



Извести я  в у зо в . Ч ерн ая  м е т а л л у рг и я . 2021 . Том 64. № 11. С. 8 1 5 -8 2 4 .
© 2021. Темлянцев М.В., Базайкина О.Л., Темлянцева Е.Н., Целлермаер В.Я. Моделирование термических напряжений при упрочнении ...

О б щ ее  в ы р а ж е н и е  д л я  о с е в ы х  н а п р я ж е н и й  за п и с ы 
в а е т с я  с л е д у ю щ и м  об р азо м :ст„ = 2GWZ(̂ -/(0’ y f c r) e ^ ,z - 

—( л + i w (0 ;

A +  2 p

П р и  z  =  0, t  = c /2  за п и с ь  о т н о с и т е л ь н о го  н а п р я ж е н и я  
в  с е ч е н и и  z  =  0

(°. y F ir) ) -  (л +
ЗХ  +  2 \i

i=i '  ' "  Х + 2 ц

я в л я е т с я  р а зл о ж е н и е м  п о с т о я н н о й

W o )

а я  +  (л  +  1 ) * ^ ^ Г 0Э(Г0)
X  +  2 ц

оо
в р я д  Ф у р ь е -Б е с с е л я : М н о ж е с т в о  в сех

i=1

зн а ч е н и й  v. н а х о д и т с я  и з у с л о в и й  п р и  t = c /2  и  z  =  0, 
r  = R  зн а ч е н и е  J (о , ^/vjV) =  0 ,0 5 ; о б о зн а ч а я  = -^/v^R,
и щ е м  к о р н и  у р а в н е н и я  J  (0 , ) =  0 ,05 . К о э ф ф и ц и е н т ы  р .
н а х о д я т с я  п о  ф о р м у л е

1 + (Т1 +1 )d
Pt =

ЗА- +  2 р  

Я, +  2 ц
m m

r 2j 2{ I  U

к
I  rJ (о, y f c r j d r .

Т о гд а  в в ы р а ж е н и и  ст^ = ^ r) e~ ^ z
\ i =1

с о д е р ж и т с я  р а зл о ж е н и е  ед и н и ц ы  в р я д  Ф у р ь е -Б е с с е л я :
«3 __

где к о эф ф и ц и е н т ы  p t =  c.v . н ах о д я т -
Z=1

R

С л ед о -с я  п о  ф о р м у л е  p t

: 2 G (T )
Г OO

E f t - 7!1’ V v ' V
Vi=l

,--Fiz W ( t) .

ЧИСЛЕННЫЙ ПРИМЕР

Т е п л о в о й  и м п у л ь с  д л и т е л ь н о с т ь ю  20  м с  в ф о р м е  р а в 
н о б е д р е н н о го  т р е у г о л ь н и к а  с т е м п е р а т у р о й  Т  =  1673 К  
в в е р ш и н е  t  =  10 м с  п р и к л а д ы в а е т с я  к  п л о с к о й  г р а н и  
д и с к а  и з  у л у ч ш а е м о й  л е г и р о в а н н о й  к о н с т р у к ц и о н н о й  
с т а л и  м а р к и  4 0 Х Н  с р а д и у с о м  R  =  0 ,0 1 2  м  и  в ы с о 
т о й  Н  =  0 ,0 1 0  м. С о гл асн о  д а н н ы м  р а б о т ы  [20], о п т и 
м а л ь н ы й  в а р и а н т  о б р а б о т к и  и зд е л и я  и з с т а л и  м а р к и  
4 0 Х Н  (за к а л к а  в в о д у  с т е м п е р а т у р ы  Т  =  82 0  °С , о т 
п у с к  в м а с л о  с  Т  =  5 5 0  °С ) о б е с п е ч и в а е т  с л е д у ю щ и е  
х а р а к т е р и с т и к и  и зд е л и я : % =  7 , 8 1 1 0 3 к г /м 3; о  =  0 ,32 . 
П р и  т е м п е р а т у р а х  293  и  1153 К  с о о т в е т с т в у ю щ и е  
з н а ч е н и я  м о д у л я  Ю н г а  E  и  м о д у л я  с д в и г а  G  с о с т а в 
л я ю т  E 293 =  2 0 4  Г П а , E 1153 =  75 Г П а  и  G 293 =  77 ,3  Г П а , 
G 1153 =  2 8 ,4  Г П а.

Н ап ом н и м , что  теп л о в о й  и м п ульс м о д ел и  T(t), я в и в 
ш и й ся  сл ед стви ем  п р и н ято й  стр у к ту р ы  о б ъ ем н о й  п л о т

н о сти  м о щ н о сти  теп лового  п отока  ,
Я-

за в и с я щ е й  о т  в р е м е н и  в ф о р м е , з а д а н н о й  о д н о й  в о л н о й  
f 1(t)  ф у н к ц и и  Х е в и с а й д а , и м е е т  вид :

т = т 0
2 t  2  . тт
--------- (21 — с ) Н
с  с

t  —
V  2 ,

2 ( t  -  с )
H ( t - c ) > (6 )

Т р еб о в а н и е  к  н а п р я ж е н и я м  o rz -  р а в е н с т в о  и х  н улю  
н а  п о в е р х н о с т и  r  = R  ц и л и н д р а . С у м м а  к а с а т е л ь н ы х  
н а п р я ж е н и й  н а х о д и тс я  п о  в с е м  зн а ч е н и я м  v. п а р а м е т 
р а  v, о п р е д е л я е м ы м  п о  к о р н я м  ^  =  ^ i R  у р а в н е н и я  
J ( 1 ,  у  =  0. Н а й д е н ы  п е р в ы е  n  п о л о ж и т е л ь н ы х  к о р н ей  
у р а в н е н и я  J ( 1 ,  у  =  0 ,1 .  =  , R.

П у с т ь  — д о л я  су м м а р н о го  н а п р я ж е н и я  o rz

в 2 G  в  с е ч е н и и  z  =  0 ц и л и н д р а  в м о м е н т  t = c /2 . 
Н а и в ы с ш е е  з н а ч е н и е  стге ф о р м а л ь н о  р а в н о  е д и н и ц е .

W {t)

где  Т0 =  1673 К  -  м а к с и м а л ь н а я  т е м п е р а т у р а  в и м п у л ь се  
(д о с т и г а е т с я  в  м о м е н т  t  = c /2 ).

Л и н е й н а я  а п п р о к с и м а ц и я  за в и с и м о с т и  л и н е й н о 
го  к о э ф ф и ц и е н т а  те м п е р а т у р н о г о  р а с ш и р е н и я  P(T ) о т  
т е м п е р а т у р ы  в и н т е р в а л е  3 0 0  -  1700 К  д л я  с т а л и  м а р к и  
4 0 Х Н , п о с т р о е н н а я  п о  р а зл и ч н ы м  д а н н ы м , р ав н а :

Р (7 ) =  11,12 10 6 +  0 ,0 0 2 8 4 7  10-6 T(t), 1/К ;

Р(Т) ) =  1 5 ,9 8 1 0 -6. (7 )

П о  д в у м  то ч к а м  G 293 =  77 ,3  Г П а  и  G 1153 =  2 8 ,4  Г П а  
б ы л а  а п п р о к с и м и р о в а н а  л и н е й н а я  з а в и с и м о с т ь  м о д у л я  
G  о т  те м п е р а т у р ы  Т: G (T )  =  9 3 ,9 6  -  0 ,0 5 7 T , Г П а. С  у ч е 
т о м  у р а в н е н и я  (6 ) б ы л и  п о л у ч е н ы  р а з в е р т к и  в о  в р е м е 
н и  за в и с и м о с т е й  G (t) и  P(t).

ЗА +  2 р
П р и  в ы ч и с л е н и и  м н о ж и т е л я

Я- +  2 ц
к о э ф ф и ц и е н т а

T0P(T) бы ло у ч тен о  п одоби е  ч и сл и тел я  и  зн а 

м е н а т е л я  в м н о ж и т е л е  и  п о д о б и е  п а р а м е т р о в  Л ам е  Я, р  
п о  т е м п е р а т у р н о й  за в и с и м о с т и . П о эт о м у  в ы б р а н ы  зн а-

R  J  (2, У о

в ате л ь н о , к а с а т е л ь н ы е  н а п р я ж е н и я , д е й с т в у ю щ и е  во 
в с е м  т е л е  ц и л и н д р а  в т е ч е н и е  в р е м е н и  д е й с т в и я  и м 
п у л ь са , м о ж н о  п р е д с т а в и т ь

п р и  у с р е д н е н н о й  т е м п е р а -ч е н и я  р  =  G  и
1 - 2 а

т у р е  873 К : р  =  4 9 ,8  Г П а ; Я =  88,5  Г П а ; в р езу л ьтате  
ЗА +  2 р

=  1 ,941.
А +  2 р

И сх о д я  и з  ф и з и ч е с к и х  п р е д с т а в л е н и й  о в о зм о ж н ы х  
зн а к а х  т е р м и ч е с к и х  н а п р я ж е н и й , п р и н я т о  зн а ч е н и е  н е 
о п р е д е л е н н о й  п о с т о я н н о й  d  =  - 1 .  К о м п о н е н т ы  o rr , ,
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°zz , °rz т е н з о р а  н а п р я ж е н и й  в в и д е  ф у н к ц и о н а л ь н ы х  р я 
д о в  о ц е н и в а л и  и х  о т р е зк а м и  и з  п е р в ы х  2 4  ч л е н о в  р яд а . 
Д л я  в ы ч и с л и т е л ь н ы х  д е й с т в и й  и  п о с т р о е н и я  г р а ф и 
ков  б ы л  и с п о л ь зо в а н  п а к е т  к о м п ь ю т е р н о й  м ат е м а т и к и  
M a p le  [21].

Н а  р и с . 1, 2  п р е д с т а в л е н ы  г р а ф и к и  з а в и с и м о с т и  
к о м п о н е н т  т е н зо р а  т е р м и ч е с к и х  н а п р я ж е н и й  в  т е л е  
д и с к а  о т  п р о с т р а н с т в е н н ы х  к о о р д и н а т  r  и  z  т о ч к и  т е л а  
д л я  д в у х  м о м ен то в  в р е м е н и  н а  п е р е д н е м  ф р о н т е  т е п л о 
во го  и м п у л ьса .

С у м м а р н о й  м е р о й  у р о в н я  к о м п о н е н т  т е н з о р а  т е р 
м о у п р у г и х  н а п р я ж е н и й  я в л я е т с я  его  и н в а р и а н т  (и н те н 
с и в н о с т ь  н ап р я ж ен и й ):

° i = 2G ^ j 2 X

х ( V К  - % ) 2 + К  - a z ) 2 + К - стг )2 + 6 ° 1  W-.

0,012
б

Рис. 1. Графики нормальных напряжений orr (а) и офф (б): 
1 и 2 -  момент времени 5 и 9 мс

Fig. 1. Graphs of normal voltages orr (a) and офф (б): 
1 and 2 -  time point 5 and 9 ms

Е с л и  п о л а га ть , ч то  м а т е р и а л  д и с к а  а б со л ю т н о  у п р у 
ги й , то  п р и  р а с с м а т р и в а е м о й  с и м м е т р и ч н о й  л и н е й н о й  
ф о р м е  т е м п е р а т у р н о г о  и м п у л ь с а  и  л и н е й н о й  а п п р о к 
с и м а ц и и  за в и с и м о с т и  G (T )  в о зн и к а е т  с и м м е т р и я  г р а 
ф и к а  и н т е н с и в н о с т и  н ап р я ж ен и й . Э т а  с и м м е т р и я  о т 
р а ж а е т  к о н к у р ен ц и ю  д в у х  п р о ц е с с о в , п р о т е к а ю щ и х  
о д н о в р е м е н н о  н а  п е р е д н е м  ф р о н т е  р о с т а  те м п е р а т у р ы : 
в о зр а с т а ю т  т е м п е р а т у р н ы е  н а п р я ж е н и я  и  п о н и ж а ю т с я  
зн а ч е н и я  у п р у г и х  к о эф ф и ц и е н то в  Е , G , X, ц. В о зн и к а 
е т  к а р т и н а  о к о л о н у л е в ы х  т е м п е р а т у р н ы х  н а п р я ж е н и й  
к а к  в н ач ал е  п ер ед н его  ф р о н та , т а к  и  в его  в ер ш и н е . 
П р и  п р о х о ж д е н и и  зад н его  ф р о н т а  т е п л о в о го  и м п у л ь с а  
с и т у а ц и я  п о в т о р я е т с я , н о  в о б р а т н о м  п о р я д к е  (ри с. 3 , а ).

Я с н о , ч то  о ц е н к а  o t =  90  Г П а  п р и  t  =  5 м с  н е  о т р а ж а 
е т  р е а л ь н о г о  п о в е д е н и я  и зд е л и я  и з с т а л и  м а р к и  4 0 Х Н , 
п р и  т а к и х  т е п л о в ы х  д е ф о р м а ц и я х  м а т е р и а л  и зд е л и я  п е 
р е х о д и т  в с о с т о я н и е  п л а с ти ч е с к о го  те ч е н и я . В  т е о р и и  
о б р а б о т к и  м е т а л л о в  д а в л е н и е м  и зв е с т н а  ф о р м у л а  о п р е-

б

Рис. 2. Графики нормальных azz (а) и касательных офф (б) напряжений: 
1 и 2 -  момент времени 5 и 9 мс

Fig. 2. Graphs of normal ozz (a) and tangent офф (б) stresses: 
1 and 2 -  time point 5 and 9 ms
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Рис. 3. Г рафики интенсивности упругих напряжений о. (а) и предела текучести о Т (б) материала диска 
в зависимости от координат t, z  при r = 0,006 м

Fig. 3. Graphs of the intensity of elastic stresses o . (a) and yield stress оТ (б) of the dick material depending on coordinates t, z, r = 0,006 m

д е л е н и я  п р е д е л а  т е к у ч е с т и  в  и с п ы т а н и я х  н а  о б ъ ем н о е  
н а п р я ж е н н о е  с о с т о я н и е  с о с е в о й  си м м етр и ей :

_ стф) 2 + К -ст*)2 + К - стг)2+6ст^ = °т-

Н а  ри с . 3 , б  п р е д с т а в л е н а  п о в е р х н о с т ь  с и н т е н с и в 
н о с т ь ю  о Т , я в л я ю щ а я с я  в е р х н е й  г р а н и ц е й  д л я  д о п у с т и 
м о й  зо н ы  у п р у г о й  д еф о р м ац и и .

Т а к и м  о б р азо м , н а й д е н о  ч а с т н о е  р е ш е н и е  л и н е й н о го  
в а р и а н т а  за д а ч и  д и н а м и ч е с к о й  т е р м о у п р у го с т и  в п р и 
л о ж е н и и  к  м о д е л и р о в а н и ю  п о в е р х н о с т н о г о  у п р о ч 
н е н и я  м е т а л л и ч е с к и х  и зд е л и й  э н е р г е т и ч е с к и м  и м 
п у л ьсо м . И с п о л ь зо в а н и е  г и п е р б о л и ч е с к о го  у р а в н е н и я  
т е п л о п р о в о д н о с т и  в  о б о б щ е н н о й  зад ач е  т е р м о у п р у го с 
т и  п р е ж д е в р е м е н н о  б ез  я сн о го  п о н и м а н и я  м е х а н и зм а  
д и с с и п а ц и и  э н е р г и и  в т е п л о в о й  в о лн е . У р ав н ен и е  д в и 

ж е н и я  с р е д ы  с о д е р ж и т  м о д е л ь  т е м п е р а т у р н о го  и м п у л ь 
са , о п р о б о в а н н у ю  р а н е е  н а  с о в м е с т и м о с т ь  с ч а с т н ы м и  
с л у ч а я м и  п а р а б о л и ч е с к о й  и  ги п е р б о л и ч е с к о й  т е п л о 
п р о в о д н о с ти . Д л я  п о с т р о е н и я  т е н з о р а  т е р м и ч е с к и х  
н а п р я ж е н и й  и с п о л ь зо в а н  к л а с с и ч е с к и й  т е р м о у п р у ги й  
п о т е н ц и а л  п ер ем ещ ен и й .

Выводы

Р е ш е н и е  за д а ч и  п о зв о л и л о  о б ъ я с н и т ь  н а л и ч и е  п и 
ков  н а п р я ж е н и й  и  и н т е н с и в н о с т и  н а п р я ж е н и й  как  
с л е д с т в и е  в за и м н о  о б р а т н ы х  п р о ц е с с о в  р о с т а  т е м п е 
р а т у р н ы х  н а п р я ж е н и й  и  у м е н ь ш е н и я  к о эф ф и ц и е н т о в  
у п р у г о с т и  с  р о с т о м  те м п е р а ту р ы . Ч и с л е н н ы й  п р и м ер  
п р е д о с т е р е г а е т  о т  о п о р ы  то л ько  н а  о ц е н к и  р е ш е н и й  
зад ач  т е р м о у п р у го с т и  без у ч е т а  п л а с т и ч е с к и х  и  в я зк и х  
св о й с тв  м атер и ал о в .
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