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При этом были изучены колебательные режимы в двумерной линейной динамиче-

ской системе с гармонической нагрузкой на параметры системы с помощью проведения 

полного факторного вычислительного эксперимента 24 по значениям частот гармониче-

ских нагрузок.  
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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ПРОЦЕССА  

ДИФФУЗИИКОМПОНЕНТОВ АЛЮМИНИЕВОГО РАСПЛАВА  

В ЛИТЕЙНОМ МИКСЕРЕ 

Мартусевич Е.А., Калашников С.Н. 

Сибирский государственный индустриальный университет, 

Новокузнецк, Россия, science_nvkz@yandex.ru 

Аннотация. При моделировании процесса формирования алюминиевого расплава в миксере необ-

ходимо учитывать распределение коэффициента диффузии компонентов расплава в диапазоне от значе-

ний молекулярной диффузии до значений турбулентной диффузии, так как в месте залива алюминия-сырца 

из литейных ковшей реализуется самое высокое значение коэффициента диффузии, соответствующее 

режиму турбулентной диффузии, которое постепенно уменьшается по мере увеличения расстояния от 

места залива алюминия-сырца из литейного ковша. В результате, это позволит более точно оценить ди-

намику диффузии компонентов алюминиевого расплава в миксере. 

Ключевые слова: алюминиевый расплав, математическая модель, диффузия компонентов распла-

ва, фронт концентрации, конечно-разностная схема, решение дифференциальных уравнений. 

Abstract. When modeling the process of formation of an aluminum melt in a mixer, it is necessary to take 

into account the distribution of the diffusion coefficient of the melt components in the range from molecular diffu-

sion values to turbulent diffusion values, since in the place of pouring raw aluminum from casting ladles the highest 

diffusion coefficient value corresponding to the turbulent diffusion regime is realized, which is gradually decreases 

as the distance from the point of pouring raw aluminum from the casting ladle increases. As a result, this will make 

it possible to more accurately assess the dynamics of diffusion of the components of the aluminum melt in the mixer. 

Keywords: aluminum melt, mathematical model, diffusion of melt components, concentration front, finite 

difference scheme, solution of differential equations. 

Процесс диффузии компонентов расплава в миксере при добавлении алюминия-
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сырца из литейного ковша представляет собой краевую задачу математической физики с 

соответствующими краевыми условиями [1,2]. При этом через C обозначена концентра-

ция произвольного химического элемента, входящего в состав алюминиевого расплава, 

которая является функцией времени и пространственных координат  

Процесс диффузии рассматриваемого компонента описывается с помощью урав-

нения диффузии, которое в дивергентной форме имеет вид: 

              (1) 

где – градиент скалярного поля концентрации C соответствующего 

                                                компонента расплава; 

 – коэффициент диффузии компонента, зависящий от пространствен-

ных координат в силу его зависимости от перемешивания за счет падающей струи рас-

плава; 

 – дивергенция векторного поля  ( . 

Так, уравнение диффузии (1) в координатной форме имеет вид: 

         (2) 

Краевая задача математической физики для вычисления значений концентраций 

 с учетом начального распределения концентрации  имеет вид: 

            (3) 

где  - поток концентрации (производная концентрации по нормали)  

                                  соответствующего компонента через границу  исследуемой  

                                области . 

Место залива алюминия-сырца приближенно можно отразить в виде отрезка пря-

мой на определенном фрагменте верхней границы объема миксера. Если бы местом зали-

ва была точка, а не отрезок, то линиями равного уровня значений коэффициента диффу-

зии были бы фрагменты концентрических окружностей и значение коэффициента диффу-

зии уменьшалось бы при переходе от окружности с меньшим радиусом к окружности с 

большим радиусом.  

Но так как место залива интерпретируется в виде отрезка прямой на верхней гра-

нице миксера с координатами концов отрезка (xk1, yk) и (xk2, yk), то предлагается вместо 

концентрических окружностей, как линий равного уровня значений коэффициента диф-

фузии, использовать кривые в виде эллипсов с растущими значениями их полуосей a,b. 

Уравнение эллипсов имеет вид: 

, где   ,                              (4) 

При этом расстояние от центра эллипса до фокусов определяется с помощью соот-

ношения , а координаты фокусов соответственно равно  

(xkc1, yk) = (xkc – с, yk) и (xkc2, yk) = (xkc + c, yk). 

По мере удаления от места залива алюминия-сырца значение коэффициента диф-

фузии приближенно описывается с помощью экспоненциального закона с отрицательным 

значением показателя, отражающего меру удаления. Так как эллипс характеризуется тем, 
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что сумма расстояний в произвольной его точке до фокусов является константой, то в ка-

честве меры удаленности эллипса от места залива алюминия-сырца предлагается исполь-

зовать именно эту величину. 

В целом процесс диффузии складывается как процесс молекулярной и турбулент-

ной диффузии, эффекты которых необходимо учитывать в общем коэффициенте диффу-

зии D (D = Dм+Dт). 

В результате, общий коэффициент диффузии предлагается оценивать с помощью 

соотношения: 

,                        (5) 

где Dм – коэффициент молекулярной диффузии; 

       S – сумма расстояний точки эллипса с координатами (x, y) до фокусов  

эллипса ; 

       ,  – настроечные параметры, характеризующие процесс диффузии. 

Для решения уравнения диффузии используется метод конечно-разностной ап-

проксимации ДУ [3,4]. Так, функция , описывающая зависимость концен-

трации компонента X от времени и пространственных координат заменяется сеточной 

функцией значений  в n-ый момент времени (  в ijk-ом узле трехмерной се-

точной области, аппроксимирующей объем алюминиевого расплава в миксере. При этом 

. 

Краевая задача математической физики (3) аппроксимируется конечно-разностной 

задачей относительно значений сеточной функции , которая имеет вид: 

где  – конечно-разностная трехточечная аппроксимация нормальной  

                                      производной в любой точке границы ; 

        - шаг дискретизации пространства вдоль направления нормали к произвольной 

              точке границы ; 

        - шаг дискретизации при аппроксимации производной  по времени; 

        - значение заданной на границе функции  в произвольной точке границы 

              , описывающей значение потока концентрации компонента. 

Для решения конечно-разностной задачи (6) необходимо сформировать соотноше-

ние  для вычисления сеточных значений  в (n+1)-ый момент времени 

на основе значений  в n-ый момент времени. 

Соотношение  для вычисления сеточных значений  в (n+1)-ый 

момент времени на основе значений  в n-ый момент времени при использовании не-

явной конечно-разностной схемы формируется на основе уравнений: 
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которые приводятся к виду: 

.                 (8) 

После преобразований получается: 

 

 

 

Полученная система (10) уравнений решается итерационным методом с помощью 

соотношения: 

   (10) 

где  – параметр итерационного метода, характеризующий скорость и возможность  

              сходимости итерационного процесса, . 

При этом в качестве начальных значений в итерационном процессе выбирается 

значения сеточной функции, вычисленные на предыдущем n-ом шаге по времени  

.  

При подстановке (9) в (10) получается следующее соотношение для итерационных 

вычислений: 

  

 

 

 

Итерационный процесс завершается при выполнении условия: 

,     (12) 

где  – заданная точность вычислений. 

При достижении выполнения условия (12) в качестве значений  используются 

значения, достигнутые на последней итерации, то есть = . 

На рисунке 1 представлена динамика движения фронта концентрации компонента 

формируемого расплава при добавлении алюминия-сырца из литейного ковша.  
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Рисунок 1 – Динамика движения фронта концентрации компонента расплава  

при добавлении алюминия-сырца из литейного ковша 

Реализация фреймов, представленных на рисунке 10, в составе интерфейса инфор-

мационно-обучающей системы «Шихтовщик алюминиевого расплава» [5] способствует 

наиболее наглядному представлению характера протекания процесса диффузии в области 

миксере с целью обучения и повышения квалификации технологического персонала. 
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