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Резюме. Цель. Целью исследования является разработка математической модели и чис-

ленных методов нахождения равновесного состава термодинамической системы. Метод. Для 

нахождения равновесного состава термодинамической системы использовалось сочетание чис-

ленных методов: Лагранжа, Ньютона – Рафсона и Гаусса. Результат. Проведен анализ суще-

ствующих программных комплексов и используемых в них численных методов для расчета 

термодинамических систем. Разработана математическая модель, состоящая из численных ме-

тодов Лагранжа (позволяет перейти от условной задачи к безусловной); Ньютона – Рафсона 

(приближенный метод решения нелинейной системы уравнений); Гаусса (решение линейной 

системы уравнений). Для сходимости метода Ньютона – Рафсона произведена замена искомых 

величин на их квадраты, а также для каждой величины заданы диапазоны изменения. Сравне-

ние вычислений равновесного состава с программой Terra показывают удовлетворительные ре-

зультаты. Вывод. Программный комплекс T-Energy позволяет рассчитывать равновесный со-

став для термодинамической системы. 
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Abstract. Objective. The aim of the study is to develop a mathematical model and numerical 

methods for finding the equilibrium composition of a thermodynamic system. Method. To find the 

equilibrium composition of the thermodynamic system, a combination of numerical methods was used: 

Lagrange, Newton–Raphson and Gauss. Result. The analysis of existing software systems and numer-

ical methods used in them for the calculation of thermodynamic systems is carried out. Based on the 

analysis, practical implementation attempts, it was possible to develop a mathematical model consist-

ing of numerical Lagrange methods (allows you to move from a conditional problem to an uncondi-

tional one); Newton–Raphson (an approximate method for solving a nonlinear system of equations); 

Gauss (solving a linear system of equations). For the convergence of the Newton–Raphson method, the 

required quantities were replaced by their squares, and ranges of variation were set for each quantity. 

The results of comparing the calculations of the equilibrium composition with the Terra program show 

satisfactory results. Conclusion. The T-Energy software package allows you to calculate the equilibri-

um composition for a thermodynamic system. 

Keywords: numerical method, maximum search, nonlinear equations, thermodynamic system, 

Newton–Raphson method 
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Введение. Большинство технологических процессов относятся к сложным системам, для 

которых характерными являются многомерность, гетерогенность, нестационарность, стоха-

стичность, нелинейность, наличие многочисленных прямых и обратных связей. Решение таких 

задач исследования и оптимизации требует использования  аппарата математических моделей.  

С использованием законов термодинамики можно решать две важные для металлургии 

группы задач. Первая связана с составлением энергетических балансов, вторая – с определени-

ем характеристик равновесного состояния. Обе эти задачи основаны на фундаментальных зако-

нах  − первом и втором началах термодинамики.  

Постановка задачи. На основании термодинамических расчетов при различной степени 

отклонения системы от равновесия и выполнении законов сохранения массы и энергии можно 

оценить поведение компонентов на различных стадиях технологического процесса, и, следова-

тельно, предсказать оптимальные условия для получения продукта необходимого качества, 

определить наиболее экономичный способ ведения процесса. 

Одним из подходов к построению термодинамических моделей является полный термо-

динамический анализ, позволяющий решать три взаимосвязанные задачи: нахождение термо-

динамических свойств отдельных компонентов системы по известному составу и значениям 

термодинамических функций; определение равновесного состава системы по свойствам состав-

ляющих ее компонентов; оценка фактического текущего неравновесного стационарного состо-

яния системы и степени ее отклонения от равновесия.  

Методы исследования. Методика термодинамического анализа равновесного состояния 

многокомпонентных гетерогенных систем известна давно. Важный вклад в создании замкнутой  

системы уравнений этой теории внесли работы Гиббса. Однако из-за сложности решения боль-

ших систем нелинейных алгебраических уравнений вручную эта методика долгое время прак-

тически не использовалась, а термодинамика процесса оценивалась по отдельным реакциям, 

что приводило к существенным ошибкам, особенно для сложных процессов, когда число ком-

понентов системы достигает нескольких десятков. Только с появлением ЭВМ методики расчета 

сложных термодинамических систем начали использоваться достаточно широко [1 – 6]. 

Объектом термодинамического анализа является термодинамическая система – условно 

выделенная материальная область, взаимодействие которой с окружающей средой сводится к 

обмену веществом и энергией. Термодинамическое равновесие − это предельное состояние, к 

которому стремится термодинамическая система, при этом в каждой точке устанавливается 

термическое, механическое и химическое равновесие (происходит выравнивание температуры 

и давления, и все возможные химические реакции протекают до конца). 

С точки зрения взаимодействия с окружающей средой можно выделить изолированные, 

закрытые и открытые системы. В изолированной системе нет обмена с окружающей средой ве-

ществом и энергией. Замкнутая система отличается постоянством общей массы, нет обмена с 

окружающей средой веществом, но возможен обмен энергией. В открытых системах, которыми 

являются реальные технологические объекты, происходит обмен с окружающей средой, как 

веществом, так и энергией. В зависимости от типа систем существует четыре подхода к расчету 

равновесного состояния многокомпонентной гетерогенной системы. При расчете замкнутых 

систем используются методы, основанные на законе действующих масс или использующие 

нахождение минимума изобарно-изотермического потенциала системы. Для них также приме-

ним метод равенства химических потенциалов. При расчете изолированной системы основопо-

лагающим является принцип максимума энтропии. Расчет открытых систем предполагает ис-

пользование методов как равновесной, так и неравновесной термодинамики.  
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Исторически первыми были разработаны методы, основанные на законе действующих 

масс независимых реакций в системе, но в связи с большим количеством недостатков (необхо-

димость выбора независимых реакций при составлении системы уравнений, отсутствие досто-

верных данных по константам равновесия для многих реакций; отсутствие универсальных тео-

рий строения конденсированных фаз; необходимость наличия качественной предварительной 

оценки равновесного состояния) они не нашли широкого применения. Альтернативными кон-

стантному методу являются методы, основанные на вариационных принципах термодинамики, 

сущность которых заключается в нахождении экстремума термодинамического потенциала си-

стемы: минимума изобарно-изотермического потенциала или максимума энтропии.  

Основным условием применимости этого метода является изолированность термодина-

мической системы. На практике условие изолированности означает, что процессы установления 

равновесия протекают гораздо быстрее, чем происходят изменения на границах системы (т.е. 

изменения внешних по отношению к системе условий) и осуществляется обмен системы с 

окружением веществом и энергией. Принцип максимума энтропии для изолированной системы 

в равновесном состоянии может быть сформулирован следующим образом: 

S → S
max

 при   n
i 
= const, UП = const, V = const,                                     (1) 

где UП − полная энергия системы, кДж; V − объем, м
3
; S – энтропия, кДж/моль·К; n

i
 –

 количество вещества i-го компонента, моль. 

Изолированность системы от окружающей среды выражается в форме законов сохране-

ния массы и энергии. При определении параметров равновесного состояния находятся значения 

всех зависимых переменных, включая числа молей компонентов, при которых величина энтро-

пии достигает максимума. При отыскании экстремума на величины искомых неизвестных нала-

гаются ограничения, отражающие условия существования системы. 

Принцип максимума энтропии применим также в большинстве случаев в системах, где  

реализуется неполное равновесие [7]. При неполном равновесии возможны три варианта: рав-

новесие достигается в какой-либо части (или частях) относительно большой по размерам си-

стемы – локальное равновесие; неполное равновесие достигается вследствие разности скоро-

стей релаксационных процессов, протекающих в системе – частичное равновесие; имеют место 

как локальное, так и частичное равновесие. 

Для того чтобы исследовать методами равновесной термодинамики неравновесный про-

цесс, протекающий в некоторой протяженной области, эту область разбивают на достаточно 

мелкие части (термодинамические системы), в каждой из которых достигается состояние рав-

новесия, и производят расчет состава и свойств для каждой из них.  На основании полученных 

результатов определяются характеристики процесса. Если в системе существует частичное рав-

новесие, то при проведении расчета состава следует учитывать ограничения, обусловленные 

кинетическими факторами. Для этой цели можно исключить из рассмотрения часть веществ 

или зафиксировать их концентрации, если известно, что химические реакции с их участием не 

успевают пройти. В этом случае часть реакций замораживается. Основными достоинствами ме-

тодики, основанной на принципе максимума энтропии [8, 9], является возможность расчета вы-

сокотемпературного равновесного состояния любой сложной многомерной гетерогенной си-

стемы на основании одних фундаментальных законов термодинамики независимо от условий и 

способов достижения равновесия при минимуме информации о системе. 

Данный подход при моделировании сложных многокомпонентных термодинамических 

систем реализован в инструментальной системе T-Energy [10]. Программа содержит обширную 

базу данных по термодинамическим свойствам индивидуальных веществ [11], модуль расчета 

термодинамических функций химических реакций [12] и модуль расчета равновесного состоя-

ния термодинамической системы на основе принципа максимума энтропии. В общем случае 

энтропию системы можно представить в виде суммы энтропии составляющих компонентов [7]: 

http://vestnik.dgtu.ru/
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где 
( )kp

ks  – энтропия i-ой компоненты газовой фазы, кДж/моль·К; pk – парциальное давле-

ние, мПа; sk – энтропия k-й компоненты газовой фазы при температуре T и нормальном атмо-

сферном давлении, кДж/моль·К; R0 – универсальная газовая постоянная; K – количество компо-

нент в газовой фазе, Q – количество компонент в конденсированной фазе; n – концентрации 

компонентов соответствующей фазы в относительных единицах. 

Решая уравнение (2) относительного полного приведенного изобарно-изотермического 

потенциала Гиббса  
 

/F s I T  ,                                                                         (3) 
 

где I – полная энтальпия, получаем уравнение для приведенной энергии Гиббса: 
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(4) 

 

Это уравнение является нелинейным из-за газовой составляющей. При смешении иде-

альных газов, возникает парадокс Гиббса [13], который отражается в выражении (4) в виде ло-

гарифмических составляющих.   

Для решения задачи поиска экстремума приведенной энергии Гиббса разработан чис-

ленный метод, основанный на применении методов Лагранжа [14 – 15], Ньютона – Рафсона [16, 

17] и Гаусса [18]. 

Метод Лагранжа используется для математической записи задачи в виде нелинейных 

уравнений. Для решения системы нелинейных уравнений применяется метод Ньютона – Рафсо-

на, на каждой итерации которого используется метод Гаусса для нахождения экстремума по 

каждой переменной.  

Представим термодинамическую систему в виде смеси индивидуальных веществ, взаи-

модействующих между собой, и в результате этого взаимодействия система приходит в конеч-

ное равновесное состояние. Ограничения на количество вещества по каждому компоненту си-

стемы представлены уравнениями (5): 
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где nin,1 – исходное количество 1-го вещества в термодинамической системе, моль; R – 

количество исходных веществ, U – количество возможных веществ в равновесном состоянии 

системы; тu,r – максимально возможное количество вещества в системе; nu,r – количество u-го 

вещества в конечном равновесном состоянии, моль.  

После включения ограничений (5) в целевую функцию в виде функции Лагранжа, полу-

чаем следующее уравнение для приведенной энергии Гиббса: 

 0 0

, , ,

1 1 1 1 1 1 1

ln ln( )
QK K K K R U

k k k k k k q q r u r u r in r

k k k k q r u

F F n n n n n F n l m n n
      

   
            

   
      

       

(6) 

Продифференцировав целевую функцию (6) по количеству веществ (от q до Q для твер-

дых веществ) и (от k до K для газов), а также по неопределенным множителям Лагранжа l (от r 

до R), получаем систему нелинейных уравнений. 
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Обсуждение результатов. Для решения системы нелинейных уравнений (7) использова-

ли метод Ньютона – Рафсона.  

Проблема сходимости метода Ньютона – Рафсона решена благодаря введению новых 

неизвестных и замене  
2

t tn z  в уравнении (6). 

 
Систему уравнений (5) с учетом замены можно представить в следующем виде: 
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(8) 

Значения производных в системе уравнений (8) обозначим, как вектор ( , )F z l .  

В общем виде метод Ньютона для системы нелинейных уравнений представлен уравне-

нием:                 

                         (0) (0) (0) (0)( , ) ( , ) ( , ) ( , )F z l F z l H z l g z l      

где  (0) (0)( , )F z l  – вектор начальных значений, (0) (0)( , )H z l  – Гессиан, ( , )g z l  – вектор 

приращения значений. 

Матрица Гессе (Гессиан) функции  F имеет вид: 
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                        (9) 

Определив производные, можно выделить области с однотипными значениями и значе-

ниями равными нулю. 

1 1, 1, 1,
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0 0 0

0 0 0

0 0 0

K Q К Q r К Q R

K Q K Q К Q К Q r К Q К Q R

К Q r К Q r К Q

К Q R К Q R К Q

D G V V

G D V V
H z l

V V

V V

    

       

    

    

 
 
 
 

  
 
 
 
 
 

                      (10) 

Элементы главной диагонали Di вычисляются с помощью следующего соотношения: 

,
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,
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         (11) 

При этом индекс k в zk соответствует газообразным веществам. 

Вторые производные по ограничениям имеют общую формулу:  

 

 

,

,

2 ,

2 ,

K Q r u ru r

ij

u K Q r ur r

V m z если номер строки номера столбца
V

V m z если номер строки номера столбца

 

 

   
 

   

  (12) 

При этом ij jiV V , где 1 , , ; 1, ,i U R U j U    , где R – количество реагентов, U – 

количество продуктов реакций.  

Для газовых веществ получается общая формула: 

2

1

0,

4
,

i j

ij K

j

j

если фаза конденсированная

z z
G если фаза газообразная

z




  

 




                                         

(13) 

где i – номер столбца, а j – номер строки. 

Следующим этапом является нахождение изменения по искомым переменным с помо-
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щью метода Гаусса. Каждый элемент матрицы (10) по столбцам умножается на изменение по 

координате (вектор приращений):  

 (0) (0) (1) (1) (0) (0), ( , ) ( , )H z l g z l F z l    
                                       

(14) 

где 
( 1) ( )i iz z z  

,
( 1) ( )i il l l   .

 

Методом Гаусса (система из уравнений становится линейной) определяются такие изме-

нения z  и l , при которых значение невязки по каждой строке из формулы (8) и сумма по 

строке из матриц (10) равнялись бы нулю. 

Значение 
( 1)iz 

 на новом шаге для химических элементов вычисляются по формуле. 
( 1) ( ) ( ) ( )i i i iz z z w                                                                (15) 

где i – номер итерации, w
(i)

– коэффициент, учитывающий ограничения по значению пе-

ременной, таким образом что z
(i+1)

 не могла бы быть меньше или равна нулю и не могла быть 

больше максимального значения 
( )

max

iz . 

Если новое значение больше нуля и меньше максимально допустимого, то  
( 1) ( )

max0 i iz z  , то  
( )iw 0,1. 

Если новое значение меньше нуля, то 
( 1) 0iz   , то ( ) ( ) ( )/ 0,97i i iw z z    .  

Если новое значение больше максимально допустимого: 
( 1) ( )

max

i iz z  , то

( ) ( ) ( ) ( )

max( ) / 0,97i i i iw z z z    . 

Таким образом, реализуется одна итерация. На следующей итерации рассчитывается 

матрица Гессе (10), с учетом полученных значений z
(1)

 и l
(1)

, а с помощью метода Гаусса нахо-

дятся новые значения z
(2)

 и l
(2)

.  Итерационный процесс завершается, когда изменения по всем 

переменным окажутся меньше требуемой точности (как показано на рис. 1). 

Метод Лагранжа

Метод Ньютона – Рафсона

Метод Гаусса

Переход от условной 

задачи к безусловной

Переход от 

нелинейной системы 

уравнений к линейной

Решение линейной 

системы, нахождение 

новых значений

( ) ( )( , )i iF z l

( 1) ( 1)( , )i iF z l 

( ) ( )

1

T

i i

t

z l 


    Проверка достижения 

заданной точности

Конец

Начало

Проверка допустимости 

значений, корректировка 

при необходимости

 
    Рис.1. Алгоритм применения численных методов в  математической модели нахождения  

равновесного состава термодинамической системы 

   Fig.1. An algorithm for applying numerical methods in a mathematical model for finding  

the equilibrium composition of a thermodynamic system 

В случае, когда метод Ньютона – Рафсона расходится, то есть получаются бесконечно 

большие или бесконечные малые значения, применяется Симплекс метод. 

Вывод. Разработанный алгоритм был протестирован для 50-ти исходных наборов из 
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двух и трех исходных веществ при трех различных температурах и значения, получаемые в раз-

работанной программе и в программе Terra [7, 9], совпадают. 

Данный метод используется в программе T-Energy и позволяет рассчитать равновесное 

состояние сложных многокомпонентных гетерогенных систем. 
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