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Аннотация. В статье рассмотрено решение проблемы определения равновесного состояния 

сложной многокомпонентной термодинамической системы на основе принципа максимума энтропии. 

Представлен пример нахождения максимума энтропии с последовательным применением методов: 

Лагранжа, Ньютона-Рафсона и Гаусса и рассмотрены особенности задания системы ограничений. С 

использованием этих методов реализована и протестирована программа нахождения равновесного 

состава сложной многокомпонентной термодинамической системы. 

Ключевые слова: численный метод, программный комплекс, максимум энтальпии, парадокс 

Гиббса, метод Ньютона-Рафсона. 

Abstract. The article considers the solution of the problem of determining the equilibrium state of a 

complex multicomponent thermodynamic system based on the principle of maximum entropy. An example of finding 

the entropy maximum with the successive application of the methods: Lagrange, Newton-Raphson and Gauss is 

presented, and the features of specifying a system of restrictions are considered. Using these methods, a program 

for finding the equilibrium composition of a complex multicomponent thermodynamic system was implemented and 

tested. 

Keywords: numerical method, software package, enthalpy maximum, Gibbs paradox, Newton-Raphson 

method. 

Основными достоинствами методики расчета термодинамического равновесия, 

основанной на принципе максимума энтропии [1], является возможность расчета высоко-

температурного равновесного состояния любой сложной многомерной гетерогенной си-

стемы на основании одних фундаментальных законов термодинамики независимо от 

условий и способов достижения равновесия при минимуме информации о системе. 

Данный подход при моделировании сложных многокомпонентных термодинами-

ческих систем реализован в инструментальной системе T-Energy [2]. Программа содер-

жит обширную базу данных по термодинамическим свойствам индивидуальных веществ 

[3], модуль расчета термодинамических функций химических реакций [4] и модуль рас-

чета равновесного состояния термодинамической системы на основе принципа максиму-

ма энтропии. 

В общем случае энтропию системы можно представить в виде суммы энтропии со-

ставляющих компонентов [5]: 
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где 
( )kp

ks  – энтропия i-ой компоненты газовой фазы, кДж/моль·К; 

 pk – парциальное давление, мПа; 

 sk – энтропия k-й компоненты газовой фазы при температуре T и нормальном 

атмосферном давлении, кДж/моль·К; 

 R0 – универсальная газовая постоянная; 

 K – количество компонент в газовой фазе; 

 Q – количество компонент в конденсированной фазе; 

 n – концентрации компонентов соответствующей фазы в относительных еди-

ницах. 

Решая уравнение (1) относительного полного приведенного изобарно-

изотермического потенциала Гиббса 

 /F s I T  , (2) 

где I – полная энтальпия, получаем уравнение для приведенной энергии Гиббса: 
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Это уравнение является нелинейным из-за газовой составляющей. При смешении 

идеальных газов, возникает парадокс Гиббса [5], который отражается в выражении (3) в 

виде логарифмических составляющих. 

Для решения задачи поиска экстремума приведенной энергии Гиббса разработан 

численный метод, основанный на применении методов Лагранжа [6, 7], Ньютона- Рафсо-

на [8, 9] и Гаусса [10]. 

Метод Лагранжа используется для математической записи задачи в виде нелиней-

ных уравнений, для решения которых применяется метод Ньютона-Рафсона, на каждой 

итерации которого используется метод Гаусса для нахождения экстремума по каждой пе-

ременной. 

Представим термодинамическую систему в виде смеси индивидуальных веществ, 

взаимодействующих между собой, в результате этого взаимодействия система приходит в 

конечное равновесное состояние. Ограничения на количество вещества по каждому ком-

поненту системы представлены уравнениями (4): 
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где nin,1 – исходное количество 1-го вещества в термодинамической системе, моль; 

 R – количество исходных веществ; 

 U – количество возможных веществ в равновесном состоянии системы; 

 тu,r – максимально возможное количество вещества в системе; 

 nu,r – количество u-го вещества в конечном равновесном состоянии, моль. 
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После включения ограничений (4) в целевую функцию в виде функции Лагранжа, 

получаем следующее уравнение для приведенной энергии Гиббса: 
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Продифференцировав целевую функцию (5) по количеству веществ (от q до Q для 

твердых веществ) и (от k до K для газов), а также по неопределенным множителям Ла-

гранжа l (от r до R), получаем систему нелинейных уравнений. 
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. (6) 

Для решения системы нелинейных уравнений (6) использовали метод Ньютона-

Рафсона. Проблема сходимости метода Ньютона-Рафсона решена, благодаря введению 

новых неизвестных и замене 
2

t tn z
 в уравнении (5). 

Систему уравнений (4) с учетом замены можно представить в следующем виде: 
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. (7) 

Значения производных в системе уравнений (7) обозначим, как вектор ( , )F z l . В 
общем виде метод Ньютона для системы нелинейных уравнений представлен уравнени-

ем: 

 
(0) (0) (0) (0)( , ) ( , ) ( , ) ( , )F z l F z l H z l g z l     , 

где 
(0) (0)( , )F z l  – вектор начальных значений; 

 
(0) (0)( , )H z l  – Гессиан; 

 ( , )g z l   – вектор приращения значений. 

Матрица Гессе (Гессиан) функции F имеет вид: 
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Определив производные, можно выделить области с однотипными значениями и 

значениями равными нулю. 
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Элементы главной диагонали Di вычисляются с помощью следующего соотноше-

ния: 
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При этом индекс k в zk соответствует газообразным веществам. 

Вторые производные по ограничениям имеют общую формулу: 
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При этом ij jiV V
, где 1 , , ; 1, ,i U R U j U    , где R – количество реагентов, 

U – количество продуктов реакций. 

Для газовых веществ получается общая формула: 
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, (12) 

где i – номер столбца; 

 j – номер строки. 

Следующим этапом является нахождение изменения по искомым переменным с 

помощью метода Гаусса. 

Каждый элемент матрицы (9) по столбцам умножается на изменение по координа-

те (вектор приращений): 

 
 (0) (0) (1) (1) (0) (0), ( , ) ( , )H z l g z l F z l    

, (13) 

где 
( 1) ( )i iz z z   ,

( 1) ( )i il l l   . 
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Методом Гаусса (система из уравнений становится линейной) определяются такие 

изменения z  и l , при которых значение невязки по каждой строке из формулы (7) и 

сумма по строке из матрицы (9) равнялись бы нулю. 

Значение 
( 1)iz 

 на новом шаге для химических элементов вычисляются по формуле 

 
( 1) ( ) ( ) ( )i i i iz z z w    , (14) 

где i – номер итерации; 

 w
(i) 
– коэффициент, учитывающий ограничения по значению переменной, таким 

образом, что компонента z
(i+1)

 не могла бы быть меньше или равна нулю и 

не могла быть больше максимального значения 
( )

max

iz
. 

Если новое значение больше нуля и меньше максимально допустимого, то 

 
( 1) ( )

max0 i iz z 
, то 

( )iw 0,1. 

Если новое значение меньше нуля, то 
( 1) 0iz   , то 

( ) ( ) ( )/ 0,97i i iw z z    . 

Если новое значение больше максимально допустимого: 
( 1) ( )

max

i iz z 
, то

( ) ( ) ( ) ( )

max( ) / 0,97i i i iw z z z   
. 

В случае, когда метод Ньютона-Рафсона расходится, то есть получаются беско-

нечно большие или бесконечные малые значения, применяется Симплекс метод. 

Разработанные математическая модель и численные методы реализованы в про-

граммном комплексе T-Energy и позволяет рассчитать равновесное состояние сложных 

многокомпонентных гетерогенных систем [2, 3]. 

Разработанный алгоритм был протестирован для 50-ти исходных наборов из двух 

и трех исходных веществ при трех различных температурах. Результаты тестирования 

показали полное совпадение с расчетами, проведенными с использованием известного 

программного продукта Терра [1]. 
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УДК 519.6 

ИССЛЕДОВАНИЕ СХОДИМОСТИ ЧИСЛЕННЫХ МЕТОДОВ ПРИ РАСЧЕТЕ 

ТЕРМОДИНАМИЧЕСКОГО РАВНОВЕСИЯ В ПРОГРАММНОМ КОМПЛЕКСЕ 

T-ENERGY 

Сеченов П.А., Рыбенко И.А. 

ФГБОУ ВО «Сибирский государственный индустриальный университет» 

г. Новокузнецк, Россия, pavesa89@mail.ru 

Аннотация. В статье рассматривается применение численных методов для решения задачи 

нахождения равновесного состава сложной многокомпонентной гетерогенной системы. 

Рассматриваются стратегии применения коэффициента сходимости численных методов для повышения 

скорости расчетов термодинамического равновесия. Приведены экспериментальные данные для решения 

системы из 89 и 224 неизвестных. Показано, что наилучшие результаты достигаются при постоянном 

значении коэффициента сходимости 0.5 и 0.9 соответственно, при которых решение задачи занимает 

менее 0.7 с. 

Ключевые слова: численный метод, параметр релаксации, программный комплекс, время решения 

задачи. 

Abstract. The article considers the application of numerical methods for solving the problem of finding the 

equilibrium composition of a complex multicomponent heterogeneous system. Strategies for applying the coefficient 

of convergence of numerical methods to increase the speed of thermodynamic equilibrium calculations are 

considered. Experimental data are presented for solving a system of 89 and 224 unknowns. It is shown that the best 

results are achieved at a constant value of the coefficient of convergence of 0.5 and 0.9, respectively, at which the 

solution of the problem takes less than 0.7 s. 

Keywords: numerical method, relaxation parameter, software package, problem solution time. 

Для определения термодинамических параметров сложных многокомпонентных 

систем разработан программный комплекс T-ENERGY, для реализации которого были 

созданы база данных индивидуальных веществ [1] и химических реакций [2], с использо-

ванием которых можно рассчитывать термодинамические функции: энтропию, энталь-

пию, приведенную энергию Гиббса и удельную теплоемкость. Применение расчетов тер-

модинамических функций химических реакций для металлургического процесса рас-

смотрено в статье [3]. Наиболее интересным и сложным модулем программного комплек-

са T-ENERGY является расчет равновесного состава сложной многокомпонентной гете-

рогенной системы. Для решения такой задачи требуется применение численных методов 

и составление программных кодов. При этом пользователю важно получить решение за-

дачи как можно скорее. В работе проведено исследование влияния коэффициента сходи-

мости численных методов и применения различных стратегий его изменения во время 

расчета. 
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