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ИССЛЕДОВАНИЕ СХОДИМОСТИ ЧИСЛЕННЫХ МЕТОДОВ ПРИ РАСЧЕТЕ 

ТЕРМОДИНАМИЧЕСКОГО РАВНОВЕСИЯ В ПРОГРАММНОМ КОМПЛЕКСЕ 

T-ENERGY 
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Аннотация. В статье рассматривается применение численных методов для решения задачи 

нахождения равновесного состава сложной многокомпонентной гетерогенной системы. 

Рассматриваются стратегии применения коэффициента сходимости численных методов для повышения 

скорости расчетов термодинамического равновесия. Приведены экспериментальные данные для решения 

системы из 89 и 224 неизвестных. Показано, что наилучшие результаты достигаются при постоянном 

значении коэффициента сходимости 0.5 и 0.9 соответственно, при которых решение задачи занимает 

менее 0.7 с. 

Ключевые слова: численный метод, параметр релаксации, программный комплекс, время решения 

задачи. 

Abstract. The article considers the application of numerical methods for solving the problem of finding the 

equilibrium composition of a complex multicomponent heterogeneous system. Strategies for applying the coefficient 

of convergence of numerical methods to increase the speed of thermodynamic equilibrium calculations are 

considered. Experimental data are presented for solving a system of 89 and 224 unknowns. It is shown that the best 

results are achieved at a constant value of the coefficient of convergence of 0.5 and 0.9, respectively, at which the 

solution of the problem takes less than 0.7 s. 

Keywords: numerical method, relaxation parameter, software package, problem solution time. 

Для определения термодинамических параметров сложных многокомпонентных 

систем разработан программный комплекс T-ENERGY, для реализации которого были 

созданы база данных индивидуальных веществ [1] и химических реакций [2], с использо-

ванием которых можно рассчитывать термодинамические функции: энтропию, энталь-

пию, приведенную энергию Гиббса и удельную теплоемкость. Применение расчетов тер-

модинамических функций химических реакций для металлургического процесса рас-

смотрено в статье [3]. Наиболее интересным и сложным модулем программного комплек-

са T-ENERGY является расчет равновесного состава сложной многокомпонентной гете-

рогенной системы. Для решения такой задачи требуется применение численных методов 

и составление программных кодов. При этом пользователю важно получить решение за-

дачи как можно скорее. В работе проведено исследование влияния коэффициента сходи-

мости численных методов и применения различных стратегий его изменения во время 

расчета. 
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На рисунке 1 представлен общий вид алгоритма применения численных методов 

Лагранжа, Ньютона-Рафсона и Гаусса для нахождения равновесного состава сложной ге-

терогенной системы. 

Метод Лагранжа

Метод Ньютона – Рафсона

Метод Гаусса

Переход от условной 

задачи к безусловной

Переход от 

нелинейной системы 

уравнений к линейной

Решение линейной 

системы, нахождение 

новых значений

( ) ( )( , )i iF z l

( 1) ( 1)( , )i iF z l 

( ) ( )

1

T

i i

t

z l 


    Проверка достижения 

заданной точности

Конец

Начало

Проверка допустимости 

значений, корректировка 

при необходимости

 

Рисунок 1 ‒ Алгоритм применения численных методов в математической модели 

нахождения равновесного состава термодинамической системы 

В общем виде метод Ньютона для системы нелинейных уравнений представлен 

уравнением: 

 (0) (0) (0) (0)( , ) ( , ) ( , ) ( , )F z l F z l H z l g z l     , 

где 
(0) (0)( , )F z l  – вектор начальных значений; 

 
(0) (0)( , )H z l  – Гессиан; 

 ( , )g z l   – вектор приращения значений. 

Значение 
( 1)iz 

 на новом шаге для химических элементов вычисляются по формуле 

 ( 1) ( ) ( ) ( )i i i iz z z w     

где i – номер итерации; 

 w
(i)

 – коэффициент, учитывающий ограничения по значению переменной, таким 

образом, что компонента z
(i+1)

 не могла бы быть меньше или равна нулю и 

не могла быть больше максимального значения 
( )

max

iz
. 

Коэффициент w
(i)

 – в методе Ньютона принят равным 1, а в методе Ньютона- 

Рафсона, когда исследуемая система плохо сходится ‒ 0,1. Коэффициент w
(i)

 берется рав-

ным 0,1 или 1 при условии, что значение на новом шаге находится в допустимой области. 
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Для исследования скорости сходимости численных методов Лагранжа, Ньютона-

Рафсона и Гаусса при поиске равновесного состава системы, рассмотрим следующие 

стратегии изменения релаксационного параметра в методе Ньютона-Рафсона: 

1. постоянный коэффициент w(i) 
от 0,1, 0,2, 0,3 … 1; 

2. при достижении сходимости метода 
( ) 0.1iz   изменение коэффициента w

(i) 
по 

линейной зависимости от 0,1 до 1; 

3. для каждого исследуемой величины w(i) 
увеличивается на 0,1, если 

( ) ( 1)i iz z    , и 

уменьшается на 0,1 при 
( ) ( 1)i iz z     при этом w

(i)
 не может быть меньше 0,1 и не 

может быть больше 1; 

4. ступенчатое изменение коэффициента w(i)
 в зависимости от количества итераций или 

достижения сходимости метода 
( )iz . 

В качестве тестовой системы входных данных возьмем 10 веществ со следующими 

массовыми соотношениями (таблица 1). 

Таблица 1 – Исходный состав модельной термодинамической системы 

Вещество C Mn Si P Fe MnO P2O5 SiO2 CaO FeO 

Масса, кг 4 0,7 0,7 0,3 94,3 1 0,3 2 5 1,7 

Из десяти исходных веществ с использованием разработанной базы данных [1], 

возможно получить 79 веществ, находящихся в системе в состоянии термодинамического 

равновесия: 

O, O2, P(c), P, P2, P3, P4, PO, PO2, P2O3, P2O4, P2O5, P3O6, P4O6, P4O7, P4O8, P4O9, P4O10(c), 

P4O10, C(c), C, C2, C3, C4, C5, CO, CO2, C2O, C3O2, CP, Si(c), Si, Si2, Si3, SiO2(c), SiO2, SiC(c), 

SiC, SiC2, Si2C, Si2C2, Si3C, Fe(c), Fe, FeO(c), FeO, FeO2, Fe2O3(c), Fe3O4(c), Fe3C(c), 

Fe2SiO4(c), O3, Mn(c), Mn, MnO(c), MnO, MnO2(c), MnO2, Mn2O3(c), Mn2O7(c), Mn3O4(c), 

Mn3C(c), Mn7C3(c), Ca(c), Ca, Ca2, CaO(c), CaO, CaP2O6(c), Ca2P2O7(c), Ca3P2O8(c), CaC2(c), 

CaCO3(c), CaSiO3(c), Ca2SiO4(c), Ca3Si2O7(c), SiO, CaSi(c), CaSi2(c). 

Аналитическое решение нахождения максимума энтропии для таких значений не-

возможно, т.к. потребуется слишком много времени: 1) с использованием метода Ла-

гранжа [4] переход от 79 уравнений условной оптимизации, к 89 уравнениями безуслов-

ной оптимизации; 2) решение системы нелинейных уравнений с 89 неизвестными при-

ближенным методом Ньютона-Рафсона [5, 6]; 3) решение системы линейных уравнений с 

89 неизвестными точным методом Гаусса [7, 8]. На рисунке 2 показан пример составле-

ния матрицы для метода Ньютона- Рафсона размерностью 25 на 25. 

Эталонный ответ при нахождении равновесного состава рассматриваемой системы 

приведен в таблице 2 для двух термодинамических параметров: температуры 1900 К и 

давления 0.1 Мпа, полученный с использованием программы расчета термодинамическо-

го равновесия Terra [9, 10]. 

Таблица 2 – Эталонные значения полученного равновесного состава 

Вещество Fe3C(c) Fe(c) Ca3Si2O7(c) Mn(c) P2 CaO(c) CaSi2(c) 

Состав, % 59,848 69,513 6,998 1,472 0,931 0,649 0,471 

Если полученные конечные значения при заданном коэффициенте шага будут от-

личаться от эталонных, значит система уравнений не сходится к точному решению. 



 

 

Рисунок 2 – Пример составления матрицы размерностью 25 на 25 методом Ньютона-Рафсона 

2
3
4
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Результаты первой стратегии, когда используется один и тот же коэффициент w 

для всех 89 неизвестных приведены в таблице 3. Тестирование производилось на опера-

ционной 64-битной системе Windows 8.1. Для вычисления использовалось одно ядро 

процессора Intel Core I5-3450. 

Таблица 3 – Влияние коэффициента w по первой стратегии на сходимость и время 

выполнения расчета 

Значение w 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1 

Время решения, мс 385 257 255 245 56 77 184 162 95 120 

Решение сходится Да Да Да Да Да Да Да Да Да Да 

Как видно из таблицы 3 при увеличении коэффициента w численный метод схо-

дится на всем интервале менее, чем за 0,4 секунды, самое быстрое время расчета получи-

лось при значении коэффициента w = 0,5. 

Рассмотрим вторую стратегию для исходной системы уравнений, когда на всем 

интервале применяется постоянное значение коэффициента, равное минимальному шагу 

0,1, а при сходимости решения по всем переменным при значении больше 0,1 начинает 

изменяться по линейному закону (таблица 4). 

Таблица 4 – Влияние коэффициента w по первой стратегии на сходимость и время 

выполнения расчета 

Значение w 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1 

Время решения, мс 393 261 252 253 64 80 200 161 98 122 

Решение сходится Да Да Да Да Да Да Да Да Да Да 

Время выполнения расчетной операции в таблицах 3 – 4 практически совпадает, а 

разница во времени выполнения расчета при одинаковом значении коэффициента w 

находится в пределах погрешности. 

Результаты третей стратегии, когда по каждой из 89 неизвестных прибавляется 0,1, 

если по этой неизвестной значением невязки стало меньше по сравнению с предыдущим 

шагом, и уменьшается в противоположном случае. Такая стратегия не сработала, среднее 

время расчета составило 389 мс. Решение по времени выполнения, такое же как с исполь-

зованием постоянного коэффициента w равного 0,1. 

Четвертая стратегия с уменьшающимся шагом по мере уменьшения суммы невязок 

по модулю для всех переменных: 1) если сумма меньше 500, то w равно 0,5; 2) если сумма 

меньше 100, то w равно 0,7; 3) если сумма меньше 10, то w равно 1. Такая стратегия пока-

зала хороший результат, как и первая стратегия при w равным 0,5 60 мс. 

Самыми успешными оказались стратегии: первая и четвертая. Эти стратегии были 

проверены при решении системы уравнений состоящей из 224 неизвестных, за счет до-

бавления в систему дополнительного вещества – углерода (таблица 5). Таким образом, 

термодинамическая система представлена элементами: Si–P–O–Mn–H–Fe–Ca–C. 

Таблица 5 – Влияние коэффициента w по первой стратегии на сходимость и время 

выполнения 

Значение w 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1 

Время решения, мс 9208 5814 4166 3745 3310 2994 1099 779 660 1780 

Решение сходится Да Да Да Да Да Да Да Да Да Да 



236 

Из таблицы 5 видно, что при изменении значений w с 0,1 до 0,9 время сходимости 

уменьшается. 

Для стратегии четыре, среднее время составило 3420 мс, в этой стратегии приме-

нялся следующий алгоритм: 1) если количество шагов меньше 10, то w равно 0,7; 2) ина-

че, если количество шагов меньше 30, то w равно 1; 3) иначе если количество шагов 

меньше 40, то w равно 0,5. Такая стратегия сработала лучше, а время расчета составило 

1100 мс. 

Таким образом, при постоянном коэффициенте сходимости w равным 0,9 время 

расчета составляет менее 1 секунды. 
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МЕТОДИКА РАСЧЁТА МАТЕРИАЛЬНОГО БАЛАНСА КИСЛОРОДНО-

КОНВЕРТЕРНОГО ПРОЦЕССА  

Рыбенко И.А., Белавенцева Д.Ю., Гасымов Р.Р., Качалкова К.И. 

ФГБОУ ВО «Сибирский государственный индустриальный университет» 

г. Новокузнецк, Россия, rybenkoi@mail.ru 

Аннотация. В статье рассмотрена методика расчета материального баланса кислородно-

конвертерного процесса и представлена математическая модель баланса потоков, веществ и элементов в 

кислородной конвертере, которая позволяет решать задачц определения оптимальных расходов 

шихтовых материалов на плавку. 

Ключевые слова: кислородно-конвертерный процесс, математическая модель, материальный 

баланс, потоки, вещества, элементы. 

Abstract. The article considers the method of calculating the material balance of the oxygen converter 

process and presents a mathematical model of the balance of flows, substances and elements in an oxygen 

converter, which allows solving the problem of determining the optimal consumption of charge materials for 

melting. 

Keywords: oxygen converter process, mathematical model, material balance, flows, substances, elements. 

Конвертерное производство является одним из ресурсоемких отраслей металлур-

гии. Необходимость снижения материалоемкости конвертерной стали требует совершен-

ствования традиционных схем производства с использованием новых современных мето-

дов моделирования, позволяющих определять оптимальные соотношения расходов ших-

товых материалов [1]. 

В настоящее время при расчете шихтовки кислородно-конвертерной плавки ис-

пользуется упрощенная модель, основанная на уравнениях балансов тепла, кислорода, 

железа и основности шлака. Такая модель реализует последовательно уточняемый расчет, 

что не может обеспечить решение задачи по определению оптимальных расходов шихто-

вых материалов на плавку [2, 3]. Поэтому разработка комплексной математической моде-

ли расчета материального баланса кислородно-конвертерного процесса является актуаль-

ной задачей. 

Кислородно-конвертерный процесс является многомерным, нелинейным, нестаци-

онарным объектом с большим количеством взаимосвязанных и взаимодействующих 

между собой элементов и сопровождается сложным комплексом физико-химических пре-

вращений, протекающих в условиях твердых, жидких и газообразных сред при высокой 

температуре. В общем виде кислородно-конвертерный процесс можно представить в виде 

совокупности следующих стадий и подпроцессов: горение углерода, окисление компо-
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