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ЗЕРКАЛЬНАЯ СИММЕТРИЯ В ПОПЕРЕЧНЫХ КОЛЕБАНИЯХ 

КАНАТОВ И ВАЛОВ В ЭЛЕКТРОМЕХАНИЧЕСКИХ СИСТЕМАХ 

Борщинский М.Ю. 

Сибирский государственный индустриальный университет, г. Новокузнецк, Россия 

Поперечный изгиб вала наиболее близок к изгибу круглой балки (рисунок 1). Но бал-

ка свободно опирается на опоры, ее концы изгибаются вверх. В отличие от балки вал закреп-

лен в подшипниках, соединен с другими устройствами, которые препятствуют изгибу, что 

исключает возможность использовать теорию [1, 2, 3, 4, 5] применительно к валу.  

 

Рисунок 1 – Изгиб тонкого упругого круглого вала 

Канат в отличие от вала, как и струна натянут грузом и более гибок чем вал, по гибко-

сти приближается к струне. Но в соответствии с рисунком 2 струна испытывает излом в точ-

ках закрепления и оттягивания, что физически невозможно для каната. В то же время креп-

ление концов каната ближе к креплению концов вала. Крепление к сосуду с грузом также не 

допускает излома, а набег каната на барабан и шкив копра происходит по касательной к 

окружности, что физически исключает изгиб каната в концевой точке касания каната окруж-

ности шкива. Из изложенного следует, что канат и вал подчиняются одной и той же теории. 

Однако дополнительный учет натяжения каната позволит повысить точность математиче-

ской модели.  

На рисунке 3 показан канат физической модели шахтной подъемной установки. В 

точке оттягивания канат изгибается без излома, так же, как и вал, но в отличие от вала с 

меньшим радиусом кривизны.   

 

Рисунок  2 – Изгиб струны и зеркальное отображение линии 1 в линию 2 

 

 

Рисунок 3 – Канат, барабан и копер лабораторного стенда шахтной подъемной установки 

Теория изгиба в [4, 5] построена с использованием изгибающих моментов M (рисунок 

4), приложенных к концам балки, что позволило решить задачу изгиба свободно опертой 

балки, но исключается возможность выполнить условие защемления концов вала.  Решение 

этой задачи применительно к валу выполним на основе рисунка 5, на котором показана со-

средоточенная силой P, которая приложена к правой грани x = a выделенного элемента бес-

конечно малой длины dx. Вид элемента до и после изгиба показан на рисунке 5. 

Приложение силы P вызывает изгиб вала и каната. При изгибе длина оси 01-02  
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(рисунок 4) вала и каната остается неизменной, а волокна выше оси сжимаются, а ниже рас-

тягиваются. Сжимающие и растягивающие силы в соответствии с законом Гука при увели-

чении изгиба растут, компенсируя изгибающее действие силы P, процесс изгиба прекратится 

только тогда, когда сумма сжимающих и растягивающих сил сравняется с силой P. 

 
Рисунок 4 – К теории изгиба балки, свободно опертой на концах 

 

 

Из рисунка 5 имеем 𝑑𝑀(𝑥) = 𝑃𝑑𝑥, а интегрируя получаем функцию момента силы 𝑃 

𝑀(𝑥) = 𝑃𝑟𝑥 + 𝐶1. Но сила P создает не один, а два момента с плечами a и 𝐿𝑏 − 𝑎, а распреде-

ление силы 𝑃 на два момента определяется реакцией опор P1 и P2 рисунок 6), которые обрат-

но пропорциональны длинам плеч [1,3,7], в следствии чего для левой опоры имеем 

𝑃1
𝑃
=
𝐿𝑏 − 𝑎

𝐿𝑏
, 

откуда  

𝑃1 =
𝑃(𝐿𝑏 − 𝑎)

𝐿𝑏
. 

 

Подставляя 𝑃1в функцию момента, получаем 

  𝑀(𝑥) =
𝑃(𝐿𝑏−𝑎)

𝐿𝑏
𝑥 + 𝐶1,     0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑎.      (1) 

Интегрирование на рисунке 5 распространяется только на левую часть вала, решение 

задачи по отношению к правой части остается открытой. Для решения задачи воспользуемся 

одинаковыми режимами закрепления концов вала и воспользуемся идей зеркальной симмет-

рии. Демонстрацию идеи выполним на простом эксперименте с гитарной струной, закреп-

Рисунок 5 – Изгиб каната и вала от воздействия сосредоточенной силы 
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ленной на двух опорах A и B. На рисунке 2 приведена струна в оттянутом состоянии и ее ма-

тематическое описание, позаимствованное из [1] имеет вид 

ℎ1(𝑥) =  ℎ𝑜𝑡 ∗
𝑥

𝑎
,         0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑎 (2,а) 

ℎ2(𝑥) = ℎ𝑜𝑡 ∗
𝐿𝑏 − 𝑥

𝐿𝑏 − 𝑎
,          𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝐿𝑏 (2,b) 

На рисунке 2 введем вторую систему координат, начало x
*
 = 0

* 
которой расположим 

на опоре B, а ось абсцисс x
*
 направим справа налево, встречно оси абсцисс x (изменим знак 

на противоположный) с началом координат на опоре 0. Исходя из подобия треугольников 

запишем 

       
ℎ1(𝑥)

ℎ𝑜𝑡
=

𝑥

𝑎
,          

ℎ2(𝑥)

ℎ𝑜𝑡
=

𝑥∗

𝑎∗
,       откуда  

         ℎ1(𝑥) = ℎ𝑜𝑡
𝑥

𝑎
,         0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑎, (3,a) 

          ℎ2(𝑥
∗) = ℎ𝑜𝑡

𝑥∗

𝑎∗
,      𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝐿𝑏 . (3,b) 

На рисунке 2 построены график функций (3,a) линия 1 и функции (3,b) - линии 2. 

Графики построены в разных системах координат и иллюстрируют зеркальную симметрии, 

подтверждая одинаковые режимы работы опор. Для построения функций изгиба функцию 

(3,b) из системы координат 𝑥∗ необходимо преобразовать в систему x.  

Согласно [6] преобразованию подлежат 

    𝑥∗ = 𝐿𝑏 − 𝑥,          𝑎
∗ = 𝐿𝑏 − 𝑎 (4) 

в результате (3) примут окончательный вид 

      ℎ1(𝑥) =  ℎ𝑜𝑡 ∗
𝑥

𝑎
,        0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑎, (5,а) 

      ℎ2(𝑥) = ℎ𝑜𝑡 ∗
𝐿𝑏−𝑥

𝐿𝑏−𝑎
,     𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝐿𝑏 , (5,b) 

которым соответствует график из линий 1 и 3 на рисунке 2.  

Используя зеркальную симметрию, запишем функцию изгиба в системе координат 𝑥∗  

𝑀(𝑥∗) =
𝑃(𝐿𝑏 − 𝑎

∗)

𝐿𝑏
𝑥∗ + 𝐶2,        𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝐿𝑏 . (5,с) 

Применив к (2.12,b) преобразование (2.9) получим 

               𝑀(𝑥) =
𝑃∙𝑎

𝐿𝑏
(𝐿𝑏 − 𝑥) + 𝐶2,        𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝐿𝑏 (5,d) 

Таким образом для (1) и (5,d) имеем 

       𝑀(𝑥) = {

𝑃(𝐿𝑏−𝑎)

𝐿𝑏
𝑥 + 𝐶1,     0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑎,

−
𝑃∙𝑎

𝐿𝑏
𝑥 + 𝑃 ∙ 𝑎 + 𝐶2,   𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝐿𝑏.

 (6) 

В источниках [4, 5] учитываются только изгибающие моменты, с учетом дополни-

тельного динамического момента и момента внутреннего вязкого трения 𝑀𝑡(𝑡), получим 

𝐸𝐽
𝑑2ℎ(𝑥, 𝑡)

𝑑𝑥2
= 𝑀(𝑥) + 𝑀(𝑡) − 𝑀𝑐(𝑡) − 𝑀𝑡(𝑡), (7) 

где согласно источнику [7] имеем 
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            𝑀(𝑡) = {
(𝐿𝑏 − 𝑎)𝑚

𝑑2ℎ(𝑡)

𝑑𝑡2
,    0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑎,

𝑎𝑚
𝑑2ℎ(𝑡)

𝑑𝑡2
,                 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝐿𝑏.

 (8) 

              𝑀𝑡(𝑡) = 𝐶𝑡𝐿𝑏𝐷
𝑑ℎ(𝑡)

𝑑𝑡
,       𝐶𝑡𝐿𝑏 = с𝑡 (9) 

Подставляя (6), (8) и (9) в (7) получим дифференциальное уравнение в частных произ-

водных второго порядка, описывающее затухающие колебания вала и каната 

                              𝐸𝐽
𝜕2ℎ(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑥2
− 𝐴𝑚

𝜕2ℎ1(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡2
− 𝐵

𝜕ℎ1(𝑥, 𝑡)

𝜕𝑡

=

{
 
 

 
 𝑃(𝐿𝑏 − 𝑎)

𝐿𝑏
𝑥 + 𝐶1, 𝐴 = 𝐿𝑏 − 𝑎  0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑎,

−
𝑃 ∙ 𝑎

𝐿𝑏
𝑥 + 𝑃𝑎 + 𝐶2, 𝐴 = 𝑎, 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝐿𝑏 .

 
(10) 

Постоянные интегрирования определим из установившегося режима, когда 

𝜕2ℎ(𝑥, 𝑡)

𝑑𝑡2
=
𝜕ℎ(𝑥, 𝑡)

𝑑𝑡
= 0, 

при этом дифференциальное уравнение в частных производных (10) преобразуются в обык-

новенное дифференциальное уравнение 

                         𝐸𝐽
𝑑2ℎ(𝑥,𝑡)

𝑑𝑥2
= {

𝑃(𝐿𝑏−𝑎)

𝐿𝑏
𝑥 + 𝐶1,     0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑎,

𝑃𝑎

𝐿𝑏
(𝐿𝑏 − 𝑥) + 𝐶2,    𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝐿𝑏 .

 (11) 

Дважды интегрируя, получим 

𝐸𝐽
𝑑ℎ(𝑥, 𝑡)

𝑑𝑥
=

{
 

 
𝑃(𝐿𝑏 − 𝑎)

2𝐿𝑏
𝑥2 + 𝐶1𝑥 + 𝐶3,                      0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑎,

−
𝑃𝑎

2𝐿𝑏
(𝐿𝑏 − 𝑥)

2 − 𝐶2(𝐿𝑏 − 𝑥) + 𝐶4,   𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝐿𝑏 .

 

 

𝐸𝐽ℎ(𝑥) =

{
 
 

 
 𝑃(𝐿𝑏 − 𝑎)

6𝐿𝑏
𝑥3 + 𝐶1

𝑥2

2
+ 𝐶3𝑥 + 𝐶5,                              0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑎,

𝑃 ∙ 𝑎

6𝐿𝑏
(𝐿𝑏 − 𝑥)

3 + 𝐶2
(𝐿𝑏 − 𝑥)

2

2
− 𝐶4(𝐿𝑏 − 𝑥) + 𝐶6,   𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝐿𝑏 .

  

Выполняя условия фиксации концов вала в подшипниках, получим граничные условия 

ℎ(0) = ℎ′(0) = ℎ(𝐿𝑏) = ℎ′(𝐿𝑏) = 0 (12) 

получаем 𝐶3 = 𝐶4 = 𝐶5 = 𝐶6 = 0, подстановка которых дает 

          𝐸𝐽
𝑑ℎ(𝑥,𝑡)

𝑑𝑥
= {

𝑃(𝐿𝑏−𝑎)

2𝐿𝑏
𝑥2 + 𝐶1𝑥,                             0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑎,

−
𝑃∙𝑎

2𝐿𝑏
(𝐿𝑏 − 𝑥)

2 − 𝐶2(𝐿𝑏 − 𝑥).     𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝐿𝑏 .
 (13) 
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𝐸𝐽ℎ(𝑥) =

{
 
 

 
  
𝑃(𝐿𝑏 − 𝑎)

6𝐿𝑏
𝑥3 + 𝐶1

𝑥2

2
,                                   0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑎,

𝑃 ∙ 𝑎

6𝐿𝑏
(𝐿𝑏 − 𝑥)

3 + 𝐶2
(𝐿𝑏 − 𝑥)

2

2
,     𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝐿𝑏 .

 (14) 

Постоянные интегрирования 𝐶1и 𝐶2 определим из условия непрерывности и гладкости 

функции. Для этого первую функции из (14) необходимо приравнять второй и первую про-

изводную из (13) приравнять второй при x = a. Затем сгруппировав слагаемые в полученных 

равенствах будем иметь 

𝐶1𝑎 + 𝐶2(𝐿𝑏 − 𝑎) = −
𝑃𝑎2(𝐿𝑏 − 𝑎) 

2𝐿𝑏
−
𝑃 ∙ 𝑎(𝐿𝑏 − 𝑎)

2

2𝐿𝑏
,  

𝐶1
𝑎2

2
− 𝐶2

(𝐿𝑏 − 𝑎)
2

2
=
𝑃 ∙ 𝑎(𝐿𝑏 − 𝑎)

3

6𝐿𝑏
−
𝑃𝑎3(𝐿𝑏 − 𝑎)

6𝐿𝑏
.  

Первое уравнение умножим на 
𝐿𝑏−𝑎

2
, сложим со вторым, а результат решим относительно 𝐶1 

𝐶1 =
𝑃(𝑎2 − 𝐿𝑏

2 )

6𝐿𝑏
. (15,а) 

Первое уравнение умножим на 
𝑎

2
 и вычтем из него второе, разрешив относительно 𝐶2 получим 

𝐶2 =
𝑃 ∙ 𝑎(3𝑎𝐿𝑏 − 𝑎

2 − 2𝑎𝐿𝑏
2 )

6(𝐿𝑏
2 − 𝑎𝐿𝑏)

 (15,b) 

Работу модели демонстрируем на рисунках 7, 8, 9. Запись кривых выполнена с помо-

щью, разработанной автором системы поддержки и исследования. На рисунке 7 показан из-

гиб вала от действия силы P приложенной к середине вала 
𝑎=𝐿𝑏

2
, на рисунках 8 и 9 сила P 

прикладывалась соответственно к точкам 
𝑎=𝐿𝑏

4
 и 
𝑎=3𝐿𝑏

4
. 

   
а) б) в) 

Рисунок 7 – Изгиб вала от силы P действующей   

в точке 
𝑎=𝐿𝑏

2
 для а), в точке 

𝑎=𝐿𝑏

4
 для б) и в точке 

𝑎=3𝐿𝑏

4
 для в) 

На рисунках 10, 11 и 12 представлены экспериментальные кривые, причем рисунок 10 

соответствует рисунку 7, рисунок 11 рисунку 8 и рисунок 12 рисунку 9. Сравнение рисунков 

показывает совпадение характеристик теоретических процессов с экспериментальными. 

   
а) б) в) 

Рисунок 7 – Изгиб вала от силы P действующей  

в точке 
𝑎=𝐿𝑏

2
 для а), в точке 

𝑎=𝐿𝑏

4
 для б) и в точке 

𝑎=3𝐿𝑏

4
 для в) 

Таким образом на основе зеркальной симметрии с использованием двух систем коор-

динат создана универсальная математическая модель поперечных колебаний вала и каната от 

воздействия сосредоточенной нагрузкой. Модель описывает вынужденные и свободные ко-
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лебания, а также установившийся режим. Учет внутреннего вязкого трения обеспечивает ис-

следование затухающих колебаний.  
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Тенденция развития современных информационных технологий характеризуются пе-

реходом к облачным вычислениям и хранению информации на облачных сетевых хранили-

щах. Если рассмотреть данный процесс с точки зрения работы с электронными документами, 

то он предполагает переход от работы с офисными приложениями на локальной машине 

пользователя к работе с облачными веб-сервисами, в которых происходит заполнение, обра-

ботка и генерация готовых текстовых документов, электронных таблиц и др. Документы, ко-

торые раньше создавались, редактировались и хранились локально, сейчас сохраняются на 

удаленных сетевых дисках. При передаче таких документов по электронным каналам связи 

или их печати существует необходимость их предпросмотра. 

Microsoft Office является одним из наиболее популярных офисных пакетов приложе-

ний, включает в себя программное обеспечение (ПО) для работы с различными типами до-

кументов: текстами, электронными таблицами, презентациями и т.д. Браузеры не поддержи-

вают открытие файлов этого офисного пакета, поэтому в работе рассмотрены методы пред-

варительного просмотра документов различных форматов Microsoft Office при разработке 

веб-сервисов. 

Документы Microsoft Office распространяются в двух форматах. Так, документы в 

старом формате (файлы с расширениями DOC, XLS, PPT) являются бинарными файлами. 

Начиная с версии Microsoft Office 2007 документы создаются в новом формате (файлы с 

расширениями DOCX, XSLX, PPTX) и представляют собой файлы в открытом формате Of-

fice Open XML. Office Open XML – серия форматов файлов для хранения электронных доку-

ментов пакетов офисных приложений – в частности, Microsoft Office. Формат представляет 

собой zip-архив, содержащий текст в виде XML, графику и другие данные [1]. 

Работа с документами в старых форматах затруднена из-за сложности их структуры, 

которая создавалась для работы на компьютерах малой производительности и предназначена 

для ускорения открытия и сохранения файлов. Работа с файлами в новом формате, наоборот, 
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