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УДК 004 

 

РЕШЕНИЕ НЕЧЕТКОЙ ЗАДАЧИ КОШИ ДЛЯ ЛИНЕЙНОГО  

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ ВТОРОГО ПОРЯДКА  

В ПРОГРАММЕ MAXIMA 
 

Найданов Кирилл Владимирович 

Студент, ФГБОУ ВПО «Сибирский государственный индустриальный университет» 

 

Лактионов Сергей Андреевич 

Доцент кафедры прикладной математики и информатики,  

ФГБОУ ВПО «Сибирский государственный индустриальный университет» 

 

В статье представлена разработка программы аналитического решения нечеткой 

задачи Коши для линейных дифференциальных уравнений второго порядка в пакете 

компьютерной математики Maxima. На основе общего решения линейного дифференциального 

уравнения, выполненного в программе Maxima, составляется нечеткая линейная система для 

нахождения произвольных постоянных в виде нечетких чисел. Для решения нечеткой системы 

она приводится к обычной системе с увеличением размерности системы в два раза. 

 

Ключевые слова: линейные дифференциальные уравнения второго порядка, задача Коши, 

нечеткие числа, нечеткая линейная система, программа компьютерной математики Maxima. 

 

1. Нечеткая задача Коши для линейного дифференциального уравнения второго 

порядка 

Пусть требуется решить линейное дифференциальное уравнение второго порядка с 

нечеткими начальными условиями 

 

𝑦′′ + 𝑝(𝑥)𝑦′ + 𝑞(𝑥)𝑦 = 𝑓(𝑥), 𝑦(𝑥0) = 𝑦̃0, 𝑦′(𝑥0) = 𝑦′̃0,                                (1) 

 

где 𝑦̃0 = [𝑦0, 𝑦̅0] и 𝑦′̃0 = [𝑦′0, 𝑦′̅0] – заданные нечеткие числа. 

Такая задача называется нечеткой задачей Коши для линейного дифференциального 

уравнения второго порядка. 

Известно, что общее решение линейного неоднородного дифференциального уравнения 

второго порядка записывается в виде 

 

𝑦 = 𝐶1𝑦1 + 𝐶2𝑦2 + 𝑦 ∗ (𝑥),                                                     (2) 

 

где 𝑦1(𝑥) и 𝑦2(𝑥) – линейно независимые решения однородного уравнения, образующие 

фундаментальную систему решений соответствующего однородного дифференциального 

уравнения, а 𝑦 ∗ (𝑥) – частное решение неоднородного уравнения. Подставляя нечеткие 

начальные условия в общее решение уравнения, получаем нечеткую систему линейных 

уравнений 

 

{
𝐶̃1𝑦1(𝑥0) + 𝐶̃2𝑦2(𝑥0) + 𝑦 ∗ (𝑥0) = 𝑦̃0,

𝐶̃1𝑦′1(𝑥0) + 𝐶̃2𝑦′2(𝑥0) + 𝑦 ∗ ′(𝑥0) = 𝑦′̃0
                                           (3) 

 

или 

 

{
𝐶̃1𝑦1(𝑥0) + 𝐶̃2𝑦2(𝑥0) + 𝑦 ∗ (𝑥0) = [𝑦0, 𝑦̅0] ,

𝐶̃1𝑦′1(𝑥0) + 𝐶̃2𝑦′2(𝑥0) + 𝑦 ∗ ′(𝑥0) = [𝑦′0, 𝑦′̅0] .
                                   (4) 
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Тогда постоянные 𝐶1 и 𝐶2 будут являться решением нечеткой системы линейных 

уравнений 

 

{
𝐶̃1𝑦1(𝑥0) + 𝐶̃2𝑦2(𝑥0) = [𝑦0 − 𝑦 ∗ (𝑥0), 𝑦̅0 − 𝑦 ∗ (𝑥0)] ,

𝐶̃1𝑦′1(𝑥0) + 𝐶̃2𝑦′2(𝑥0) = [𝑦′0 − 𝑦 ∗ ′(𝑥0), 𝑦′̅0 − 𝑦 ∗ ′(𝑥0)]
                           (5) 

 

и, следовательно, сами эти постоянные будут являться нечеткими числами 𝐶̃1 = [𝐶 1, 𝐶 ̅1] и 𝐶̃2 =

[𝐶 2, 𝐶 ̅2]. 
2. Решение нечеткой задачи Коши в программе Maxima 

Для решения нечеткой задачи Коши составим программу в пакете компьютерной алгебры 

Maxima, чтобы она находила общее решение линейного дифференциального уравнения 

встроенными функциями программы и затем определяла решение нечеткой системы линейных 

уравнений относительно произвольных постоянных.  

Разработку программы представим на примере решения следующей задачи. 

Задача. Найти решение нечеткой задачи Коши для линейного дифференциального 

уравнения второго порядка 

 

𝑦′′ + 𝑦 = sin2𝑥, 𝑦(0) = [−1 + 𝑟, 1 − 𝑟], 𝑦′(0) = [0 + 𝑟, 2 − 𝑟], 𝑟 ∈ [0; 1].                 (6) 

 

Решение задачи в программе Maxima 

Удаляем все предыдущие вычисления 

(%i1) kill(all)$ 

Задаем дифференциальное уравнение 

(%i1) de2: 'diff(y(x),x,2)+y(x)=sin(2·x); 

(%o1) 
𝑑2

𝑑𝑥2
y(𝑥) + y(𝑥) = sin(2𝑥). 

Находим общее решение с помощью встроенной функции ode2( ) 

(%i2) resh: ode2(de2,y(x),x); 

(%o2) y(𝑥) = −
sin(2𝑥)

3
+%𝑘1sin(𝑥) +%𝑘2cos(𝑥). 

Для дальнейших вычислений переобозначим произвольные постоянные %𝑘1 и %𝑘2 через 

x1, x2. В дальнейшем они будут являться искомыми нечеткими числами в нечеткой системе 

линейных уравнений. 

(%i3) resh1: subst([%k1=x1,%k2=x2],rhs(resh)); 

(%o3) cos(𝑥)𝑥2 + sin(𝑥)𝑥1 −
sin(2𝑥)

3
. 

Выделяем частное решение 

(%i4) b: resh1−coeff(resh1,x1)·x1−coeff(resh1,x2)·x2; 

(%o4)  −
sin(2𝑥)

3
. 

Дифференцируем полученное решения, чтобы задать начальное условие для производной 

(%i5) resh2: diff(resh1,x); 

(%o5) −sin(𝑥)𝑥2 + cos(𝑥)𝑥1 −
2cos(2𝑥)

3
. 

Определяем левые части нечетких начальных условий 

(%i7)   eq1: subst(x=0,resh1); eq2: subst(x=0,resh2); 

(%o6) 𝑥2. 

(%o7) 𝑥1 −
2

3
. 

Выделяем числовые выражения для переноса в правую часть 

(%i9) b1: eq1−coeff(eq1,x1)·x1−coeff(eq1,x2)·x2;  

b2: eq2−coeff(eq2,x1)·x1−coeff(eq2,x2)·x2; 

(%o8)  0. 

(%o9)  
2

3
. 

Формируем матрицу системы и расширенную матрицу 
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(%i11) A: matrix([coeff(eq1,x1),coeff(eq1,x2)],[coeff(eq2,x1),coeff(eq2,x2)]);  

B: A−A$ 

(%o10)  (
0 1
1 0

). 

(%i12) for i: 1 thru 2 do ( 

for j: 1 thru 2 do( 

if A[i][j]>=0 then B[i][j]: A[i][j]) )$ 

(%i16) C: B−A$ S1: addrow(B,C)$ S2: addrow(C,B)$ S: addcol(S1,S2); 

(%o16)  (

0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0

). 

Определяем список неизвестных нечеткой системы 

(%i17)   X:apply('matrix, [[x11,x21,−x12,−x22]]); 

(%o17)  (𝑥11 𝑥21 −𝑥12 −𝑥22). 
Задаем правые части системы в виде нечетких чисел 

(%i18) Y1: [[−1+r−b1,1−r−b1], [0+r−b2,2−r−b2]]; 

(%o18)  [[𝑟 − 1,1 − 𝑟], [𝑟 +
2

3
,
8

3
− 𝑟]]. 

(%i19) Y:transpose( [Y1[1][1],Y1[2][1],−Y1[1][2],−Y1[2][2]]); 

(%o19)  

(

 
 

𝑟 − 1

𝑟 +
2

3

𝑟 − 1

𝑟 −
8

3)

 
 

. 

Определяем решения НСЛУ с помощью обратной матрицы 

(%i20) Z: ratsimp(S^^(−1) . Y); 

(%o20)  

(

 
 

3𝑟+2

3

𝑟 − 1
3𝑟−8

3

𝑟 − 1)

 
 

. 

Подставляем значения для проверки вида решения (сильное или слабое) 

(%i22) Z1:[subst(r=1,Z[1]),subst(r=1,Z[2]),  

subst(r=1,−Z[3]),subst(r=1,−Z[4])]$ 

Z2:[subst(r=0.5,Z[1]),subst(r=0.5,Z[2]), subst(r=0.5,−Z[3]),subst(r=0.5,−Z[4])]$ 

Проверяем условия между частями полученных решений и формируем решение в виде 

нечетких чисел 

(%i24) if Z1[1][1]>=Z2[1][1] and Z1[1][1]<=Z2[3][1] then X1: [Z[1],−Z[3]]$ 

if Z1[2][1]>=Z2[2][1] and Z1[2][1]<=Z2[4][1] then X2: [Z[2],−Z[4]]$ 

(%i26) if Z1[1][1]>=Z2[3][1] and Z1[1][1]<=Z2[1][1] then X1: [−Z[3],Z[1]]$ 

if Z1[2][1]>=Z2[4][1] and Z1[2][1]<=Z2[2][1] then X2: [−Z[4],Z[2]]$ 

(%i28) if Z1[1][1]<=Z2[1][1] and Z2[1][1]<=Z2[3][1] then X1: [Z1[1],−Z[3]]$ 

if Z1[2][1]<=Z2[2][1] and Z2[2][1]<=Z2[4][1] then X2: [Z1[2],−Z[4]]$ 

(%i30) if Z1[1][1]<=Z2[3][1] and Z2[3][1]<=Z2[1][1] then X1: [Z1[1],Z[1]]$ 

if Z1[2][1]<=Z2[4][1] and Z2[4][1]<=Z2[2][1] then X2: [Z1[2],Z[2]]$ 

(%i32) if Z2[1][1]<=Z2[3][1] and Z2[3][1]<=Z1[1][1] then X1: [Z[1],Z1[1]]$ 

if Z2[2][1]<=Z2[4][1] and Z2[4][1]<=Z1[2][1] then X2: [Z1[2],Z1[2]]$ 

(%i34) if Z2[3][1]<=Z2[1][1] and Z2[1][1]<=Z1[1][1] then X1: [−Z[3],Z1[1]]$ 

if Z2[4][1]<=Z2[2][1] and Z2[2][1]<=Z2[2][1] then X2: [Z[2],Z1[2]]$ 

Определяем вид решения по сформированному ответу 

(%i36) print("X1=",X1)$ if Z1[1][1]>Z2[1][1] and Z1[1][1]<Z2[3][1] 

then print("Сильное решение по х1") 

else print("Слабое решение по х1")$ 

𝑋1 = [[
3𝑟+2

3
], [−

3𝑟−8

3
]]. 
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(%i38) print("X2=",X2)$ 

if Z1[2][1]>Z2[2][1] and Z1[2][1]<Z2[4][1] 

then print("Сильное решение по х2") 

else print("Слабое решение по х2")$ 

𝑋2 = [[𝑟 − 1], [1 − 𝑟]]. 
Запись решения в нечетком виде 

(%i39) print("y=", X1,coeff(rhs(resh),%k1),"+",X2,coeff(rhs(resh),%k2),"+",b)$ 

𝑦 = [[
3𝑟+2

3
], [−

3𝑟−8

3
]]sin(𝑥) + [[𝑟 − 1], [1 − 𝑟]]cos(𝑥) + −

sin(2𝑥)

3
. 

Итак, полученное нечеткое решение имеет вид 

 

𝑦 = [
3𝑟+2

3
, −

3𝑟−8

3
]sin𝑥 + [𝑟 − 1,1 − 𝑟]cos𝑥 −

sin2𝑥

3
.                                 (7) 

 

Выполняя дефаззификацию нечетких коэффициентов в решении (7) методом 

максимального значения функций принадлежности, получаем четкое решение уравнения 

 

𝑦 =
5

3
sin𝑥 −

sin2𝑥

3
                                                               (8) 

 

Это решение согласуется с решением задачи Коши данного уравнения, если нечеткие 

числа, заданные в качестве начальных условий, представить в виде четких чисел. 
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SOLUTION OF THE FUZZY CAUCHY PROBLEM FOR LINEAR  
OF THE SECOND ORDER DIFFERENTIAL EQUATION IN THE MAXIMA PROGRAM 

 

Naidanov K.V., Laktionov S.A. 

 

The article presents the development of a program for the analytical solution of the fuzzy Cauchy 

problem for linear differential equations of the second order in the Maxima computer mathematics 

package. Based on the general solution of a linear differential equation, performed in the Maxima 

program, a fuzzy linear system is compiled for finding arbitrary constants in the form of fuzzy numbers. 

To solve a fuzzy system, it is reduced to an ordinary system with a twofold increase in the dimension of 

the system. 

 

Keywords: second-order linear differential equations, Cauchy problem, fuzzy numbers, fuzzy 

linear system, Maxima computer mathematics program. 
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