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Аннотация. Применение алгоритмов сглаживания зачастую сводилось к тому, чтобы посред-

ством изобретательного приема превратить задачу сглаживания в задачу фильтрации, примером может 

служить фильтр Калмана, который обрабатывает последовательность измерений как в прямом, так и в 

обратном направлении, или же синтез цифрового фильтра на основе известной спектральной характери-

стики помехи. Эффективное использование таких методов возможно, когда известна вся выборка. Воз-

можность решения задачи сглаживания средствами теории фильтрации позволяет распространить на 

алгоритмы сглаживания уже имеющийся аппарат анализа устойчивости алгоритмов оценивания, множе-

ство различных (в том числе эвристических) приемов решения нелинейных задач, задач с неполной инфор-

мацией, арсенал адаптивных, робастных и других алгоритмов, где задача сглаживания решается в услови-

ях непараметрической неопределенности. 

Ключевые слова: фильтрация, сглаживание, традиционные фильтры, цифровые фильтры. 

Abstract. The smoothing algorithms application has often been reduced to turning the smoothing problem 

into a filtering problem by an ingenious technique, an example being the Kalman filter, which processes a sequence 

of measurements in both the forward and backward directions, or the synthesis of a digital filter based on the 

known spectral characteristic of the disturbance. The effective use of such methods is possible when the whole 

sample is known. The possibility of solving the smoothing problem by means of filtering theory makes it possible to 

extend to smoothing algorithms the already available apparatus of analysis of stability of estimation algorithms, 

many different (including heuristic) methods of solving nonlinear problems, problems with incomplete information, 

arsenal of adaptive, robust and other algorithms, where the smoothing problem is solved in conditions of nonpara-

metric uncertainty. 

Keywords: filtering, smoothing, traditional filters, digital filters. 

Применение алгоритмов сглаживания зачастую сводилось к тому, чтобы посред-

ством изобретательного приема превратить задачу сглаживания в задачу фильтрации, 

примером чего может служить метод двухфильтрового сглаживания. Данный подход яв-

ляется одной из форм оптимального решения задачи сглаживания и использует фильтр 

Калмана, который обрабатывает последовательность измерений как в прямом, так и в об-

ратном направлении. Эффективное использование этого метода возможно, когда известна 

вся выборка. 

Возможность решения задачи сглаживания средствами теории фильтрации позволяет 

распространить на алгоритмы сглаживания уже имеющийся аппарат анализа устойчиво-

сти алгоритмов оценивания, множество различных (в том числе эвристических) приемов 

решения нелинейных задач, задач с неполной информацией, арсенал адаптивных, робаст-

ных и других алгоритмов. 

Наряду с исследованиями, посвященными грубости алгоритмов сглаживания к не-

точностям параметров системы, все чаще встречаются работы, где задача сглаживания 

решается в условиях непараметрической неопределенности. Робастный подход, порож-

денный подобной постановкой, состоит в том, чтобы в условиях неопределенности, 

например, относительно спектра входного сигнала, заданного лишь своей принадлежно-

стью некоторой области, синтезировать алгоритм сглаживания, отвечающий определен-

ным условиям оптимальности. 

Для выделения полезной составляющей сигнала к настоящему времени предложе-

но большое число алгоритмов, которые можно разделить на две группы: 

- традиционные, базирующиеся на традиционной теории оценивания, такие как ал-

горитм скользящего среднего и экспоненциального сглаживания первого – второго по-

рядков; 

- робастные (стабильные, помехозащищенные), это алгоритм оценивания медианы, 
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релейно-экспоненциальное сглаживание первого порядка и др. 

Каждый из них имеет свои предпосылки, т. е. предполагает выполнение некоторо-

го комплекса условий в отношении обрабатываемого сигнала [1-2]. 

Основу робастного (стабильного) сглаживания, обеспечивающего надежное выде-

ление полезного сигнала из результатов измерений, содержащих помеху типа эпизодиче-

ских грубых «выбросов», составляют алгоритмы оценивания медианы, релейно-

экспоненциального сглаживания первого, второго и третьего порядков и, так называемые, 

адаптивные многоструктурные операторы. 

Обработка реальных динамических сигналов и порождаемых ими рядов данных в 

системах идентификационно-тестовых измерений опирается на многовариантные струк-

туры, включающие совместно с традиционными алгоритмами новые алгоритмы каскад-

но-медианного многовариантного и параллельного усреднения [3-5]. Такого рода разра-

ботки доведены до программно-алгоритмических модулей, составляющих единую основу 

на всех этапах первичного сглаживания, противоинерционного преобразования, выделе-

ния информативных участков и определения оценок параметров динамических сигналов 

измерительной информации. 

При проектировании традиционных дискретных фильтров используются следую-

щие методы: 

1) метод билинейного z-преобразования из физически реализуемого аналогового 

фильтра-прототипа; 

2) дискретизация импульсной характеристики аналогового прототипа; 

3) расчёт по авторегрессионной модели мигнала, например, методы Юла-Уокера 

и Левинсона-Дарбина; 

4) расчёт полиномиального сглаживателя (сплайн-сглаживателя) с приближени-

ем по методу наименьших квадратов; 

5) расчёт по частотной характеристике с использованием прямого и обратного 

ДПФ (БПФ) с использованием окон, так называемое, оконное преобразование Фурье. 

Частотному анализу поддаются цифровые фильтры с постоянной структурой. Частотный 

анализ основан на использовании z-преобразования расчётных формул фильтров во вре-

менной области. Чтобы получить комплексную частотную характеристику (КЧХ) из z-

записи, нужно z
-k

 заменить на e
-kω

. КЧХ представляет собой функцию комплексного аргу-

мента, модуль которой равен АЧХ, а аргумент — ФЧХ [6]. В таблице показан перевод 

записи традиционных сглаживателей из временной в z-область. 

Таблица – Записи традиционных сглаживающих фильтров во временной и частотной  

                   области 

Вид фильтрации/ 

сглаживания 
Уравнение во временной области z-преобразование 

Скользящее среднее 

  

Экспоненциальное  

среднее первого поряд-

ка 
 

 

Экспоненциальное  

среднее k-го порядка  
 

На рисунке 1 показаны АЧХ и ФЧХ цифрового сглаживания на основе процедуры 

экспоненциального среднего первого порядка, рассчитанного для длины окна сглажива-

ния в 5 отсчётов. Оба графика представлены для нормированной частоты, где 1 означает 

частоту Найквиста (половину частоты дискретизации). АЧХ показывает ослабление ам-
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плитуд гармоник на всех частотах вплоть до частоты Найквиста при применении фильтра 

к обрабатываемому сигналу. ФЧХ показывает вносимый фильтром фазовый сдвиг для 

каждой частотной составляющей сигнала. 

 

Рисунок 1 – АЧХ и ФЧХ экспоненциального среднего первого порядка 

На рисунке 2 показаны ФЧХ традиционных сглаживателей, рассчитанных для ба-

зы сглаживания в 5 отсчётов. 

 

Рисунок 2 – АЧХ скользящего среднего и экспоненциального среднего  

первого и второго порядков 

Если заранее есть возможность оценить частотные характеристики полезной со-

ставляющей и помехи сигнала, и они разделены в частотной области, то можно приме-

нить фильтр с заданной частотной характеристикой, в идеале прямоугольной формы, 

чтобы пропустить без искажения полезный сигнал и полностью подавить помеху. Один 

из очевидных способов это осуществить — сделать дискретное преобразование Фурье 

(ДПФ), или его оптимизированную версию (БПФ), полученную комплексную частотную 

характеристику умножить на прямоугольное окно, и сделать обратное преобразование 

Фурье. Однако на практике этот способ оказывается крайне малоэффективен из-за того, 

что мы имеем дело с ограниченными по времени отрывками сигнала (неполной информа-

цией о всей протяжённости сигнала), а так как сигнал при использовании Фурье-анализа 

предполагается периодическим, то в результате при прямом и обратном преобразовании 

Фурье сильно искажается, «растекается». 
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Поэтому наибольшее распространение получили свёрточные процедуры фильтра-

ции, которые не подвержены данному эффекту. Данный подход основан на свёртке сиг-

нала с импульсной характеристикой фильтра (в том случае, если она ограничена), или с 

его рекурсивной формой (если она бесконечна). Стоит отметить, что цифровые фильтры с 

конечной импульсной характеристикой (КИХ-фильтры) не имеют аналоговых фильтров-

прототипов, потому как таковые физически не реализуемы. При использовании свёрточ-

ных фильтров невозможно создать цифровой фильтр с реальной импульсной характери-

стикой во временной области, АЧХ которого имела бы идеальную прямоугольную форму 

в частотной области, можно только спроектировать по тем или иным критериям фильтр, 

который наиболее близко приближался бы к желаемому. Существуют разные способы 

расчёта таких реальных фильтров по заданной частотной характеристике, которые опти-

мальны по одним критериям, но имеют недостатки по другим. Наиболее часто использу-

ются фильтры Баттерворта, Чебышева первого и второго типа, Бесселя и фильтр с харак-

теристикой эллиптического типа. Частотная характеристика фильтра Баттерворта, напри-

мер, очень плавная, но имеет слабый спад на частоте среза. Фильтр Чебышева первого 

типа имеет очень крутую характеристику на частоте среза, но обладает тем недостатком, 

что на полосе пропускания его характеристика пульсирует (не плавная). Это же касается 

и фильтра Чебышева второго типа, но его характеристика пульсирует на полосе подавле-

ния. Эллиптический фильтр имеет максимально крутую частотную характеристику на ча-

стоте среза, но пульсирует и на полосе пропускания, и на полосе подавления. 

Свёртка сигнала с оператором фильтра: 

(1) 

Коэффициенты ak и bk образуют фильтр, который в z-области можно записать как 

             (2) 

При задании стандартной формы фильтра если коэффициент , то вся дробь 

нормируется для . Фильтры, для которых знаменатель функции передачи (2) не ра-

вен 1 (содержит как минимум одно составляющее ), такой фильтр является 

фильтром с бесконечной импульсной характеристикой (БИХ-фильтром), иначе является  

фильтром с конечной импульсной характеристикой (КИХ-фильтром). Функция передачи 

КИХ фильтра содержит только числитель, простейший пример — простое скользящее 

среднее. Для КИХ-фильтров характерно то, что их импульсная характеристика совпадает 

с их z-преобразованием при замене z
-1

 на задержку x[k-1]: 

           (3) 

Таким образом, фильтрация КИХ-фильтром сводится к свёртке обрабатываемого 

сигнала с его импульсной характеристикой. 

На рисунке 3 показаны АЧХ фильтров Баттерворта, Чебышева первого типа и эл-

липтического, рассчитанных для частоты среза 0,1 от частоты Найквиста [6]. Порядок 

всех фильтров 3. 

Во многих случаях не представляется возможным точно заранее оценить частот-

ные характеристики помехи и полезного сигнала. Если есть основания считать, что, по 

крайней мере, в измеренном сигнале нет грубых выбросов, не свойственных основной 

присутствующей в измеренном сигнале помехи (шума), то можно применить сглаживате-

ли на основе полиномиальной аппроксимации (на основе сплайнов). Параметры сплайн-

аппроксимации рассчитываются методом наименьших квадратов (МНК) для заданного 

порядка порядка сплайна. Примером такого фильтра является фильтр Савицкого-Голея. 
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Рисунок 3 – АЧХ цифровых фильтров, полученных из аналоговых прототипов  

фильтров Баттерворта, Чебышева типа I и эллиптического фильтра 

При реализации дискретных фильтров в среде KNIME [7] использованы вставки 

скриптов на языке Python 3, при этом задействованы библиотеки pandas, numpy и scipy. 

Библиотека scipy содержит готовые функции для реализации дискретных фильтров в но-

тации, принятой в математическом пакете Matlab [8]. Данная программа интегрируется в 

комплекс [9], позволяющий проводить как лабораторные, так и практические занятия с 

обучающимися не только в традиционной форме, но и с применением дистанционных 

технологий [10].  

Граф обработки разделён на компоненты (модули) для упрощения графического 

программирования расчётной схемы и управления блоками. Основной граф обработки 

представлен на рисунке 4. На рисунке часть схемы вынесена в компоненты: Frequency 

Response — частотная характеристика, Filters Suite — набор фильтров. 

 

Рисунок 4 – Основной граф обработки сигналов в среде KNIME 

Для синтеза фильтра в частотной области примем тот факт, что достаточно плав-

ной характеристики фильтра на частоте среза, то есть будем использовать фильтр Баттер-

ворта, для расчёта его параметров оценим полезную составляющую на частотном спектре 

обрабатываемого сигнала. Как видно на рисунке 5, когда в качестве модельного сигнала 

использована синусоида, в спектре просматривается пик на частоте модельной синусои-

ды, а полезная составляющая сосредоточена в области частот до 0,1. Для устранения вы-

сокочастотной помехи применим фильтр низких частот Баттерворта с частотой среза 0,1. 
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Рисунок 5 – Спектр загруженного сигнала на основе синуса,  

freq — нормированная частота 

Фильтры, кроме медианной средней, многовариантного и Савицкого-Голея вносят 

сглаженную кривую существенный фазовый сдвиг, который необходимо устранить перед 

оценкой эффективности фильтров.  

 

а)                б) 

Рисунок 6 – Графики сглаживания сигналов, полученных на основе а) синусоиды,  

б) step-функции с устранением фазового сдвига 

На рисунке 6 приняты следующие обозначения: 

«original» — модельный сигнал, «magnitude» — обрабатываемый сигнал, фильтры: 

«Mov.Av.» - скользящее среднее, «Exp» — экспоненциальное среднее, «Double.Exp.» - 

двойное экспоненциальное среднее (второго порядка), «Median» — медианное среднее, 

«Butterworth» — фильтр Баттерворта, «Savitzky-Golay» — фильтр Савитского-Голея, 

«Multivariate» — многовариантный фильтр. 

На рисунке 7 представлены результаты сравнения следующих подстроенных 

фильтров: 

1 – скользящее среднее; 

2 – экспоненциальный; 

3 – медианный; 

4 – фильтр Баттерворта; 

5 – фильтр Савицкого-Голея; 

6 – многовариантного. 

Графическое представление результатов точностного анализа. 
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а) 

 

 
б) 

Рисунок 7 – Среднемодульное и среднеквадратичное отклонение сглаженных  

кривых от кривой модельного сигнала на основе а) синусоиды, б) step-функции 

На рисунке 37приняты следующие обозначения: 

«mean absolute error» — среднемодульная ошибка приближения, «mean squared 

error» — среднеквадратичная ошибка приближения; фильтры: «Mov.Av.» - скользящее 

среднее, «Exp» — экспоненциальное среднее, «Double.Exp.» - двойное экспоненциальное 

среднее (второго порядка), «Median» — медианное среднее, «Butterworth» — фильтр Бат-

терворта, «Savitzky-Golay» — фильтр Савитского-Голея, «Multivariate» — многовариант-

ный фильтр. 

К настоящему времени предложено большое число алгоритмов, среди которых 

можно отметить традиционные простые сглаживатели, базирующиеся на традиционной 

теории оценивания, робастные, многовариантный фильтр и свёрточные цифровые КИХ и 

БИХ фильтры. Каждый из них имеет свои предпосылки, т. е. предполагает выполнение 

некоторого комплекса условий в отношении обрабатываемого сигнала. Традиционные 

алгоритмы обеспечивают точное выделение полезного сигнала из результатов измерений, 

робастные – обеспечивают надежное выделение полезного сигнала содержащих помеху 

типа грубых выбросов. Проектирование свёрточных фильтров во временной и частотной 

областях позволяет получить более точную их реализацию с заранее установленными 

свойствами и более глубокое выделение полезного сигнала, но требует при этом больше 

предварительных знаний и точности оценок о помеховой и полезной составляющих сиг-

нала. Имеется значительная база готовых программных пакетов, библиотек, расчётных 

модулей для применения рассмотренных цифровых фильтров в различных системах об-
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работки сигналов, начиная от лабораторных обучающих стендов до промышленных си-

стем управления технологическими процессами и распределённых систем обработки ин-

формации, аналитики и принятия решений. 
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МЕТРОЛОГИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ ТРАДИЦИОННЫХ  

И ТЕСТОВЫХ МЕТОДОВ ИЗМЕРЕНИЙ 

Гулевич Т.М., Исаев Э.В. 

Сибирский государственный индустриальный университет, 

Новокузнецк, Россия, eduard-isaev-2000@mail.ru 

Аннотация. Основным предметом исследования в данной работе являются метрологи-

ческий точностной анализ традиционных и тестовых методов измерения. Цель работы: разви-

тие инженерной методики предельного метрологического анализа тестовых методов. В резуль-

тате исследования были получены аналитические выражения для предельных значений резуль-

тирующей погрешности измерения и произведено сравнение полученных результатов. 

Ключевые слова: образная имитация, методы измерений, моделирование, метрологиче-

ский анализ, погрешности измерения. 

Abstract. The main research subject of this work is metrological precision analysis and test 

measurement methods. Purpose of the work: development of an engineering technique for limiting met-

rological analysis of test methods. As a result, analytical expressions for the limiting values of the result-
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