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Аннотация. Система аксиом нелокальной квантовой теории определяется
в рамках концепции Гейзенберга-Фока. В основании аксиоматики лежит
понятие единой квантовой системы, генерирующим ядром которой явля-
ется абстрактная C∗-алгебра. Показывается, что различные конкретные
реализации операторной алгебры зависят от структуры присоединённых
к оператору энергии генераторов группы фундаментальной симметрии. В
случае генераторов комплексной оболочки групповой алгебры конформной
группы спектр состояний единой квантовой системы задаётся в рамках
представления Румера-Фета, что приводит к теоретико-групповому описа-
нию периодической системы элементов Менделеева.
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1. Введение

Проблема объединения квантовой механики и специальной теории отно-
сительности возникла сразу же после создания нерелятивистской квантовой
механики в работах Гейзенберга, Шрёдингера, Борна, Дирака и др. Однако
это объединение произошло не на равных основаниях (на это в своё время
указывал де Бройль), а путём построения релятивистской квантовой меха-
ники (квантовой теории поля) на фоне классического пространства-времени,
справедливого, как известно, лишь для описания макроявлений. Как след-
ствие, пространственно-временной континуум приобрёл статус фундаменталь-
ного уровня, своего рода мировой арены, на которой разворачиваются все
процессы микромира. Против такой точки зрения резко возражал Дж. Чью:
«. . . пространство и время в современной микроскопической физике играют
примерно ту же роль, что и понятие эфира в макроскопической физике XIX
века. Возможно, нам никогда не удастся продемонстрировать несуществование
пространственно-временного континуума, однако, все большее число физиков
приходит к мысли, что дальнейшее существенное продвижение в теории пред-
полагает отказ от ненаблюдаемого континуума. Мы должны пытаться строить
теорию в терминах лишь измеримых величин» [1]. С другой стороны, вме-
сто отказа от континуума Ю.С. Владимиров ставит как одну из основных
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проблем современной фундаментальной теоретической физики «. . . проблему
вывода классических пространственно-временных представлений из понятий и
закономерностей физики микромира, вместо того чтобы продолжать подкла-
дывать классическое пространство-время под все теоретические построения:
написания лагранжианов, дифференциальных уравнений и т. д. Среди исход-
ных положений физики микромира, в первую очередь, следует иметь в виду
понятия и закономерности квантовой теории» [2]1.

Откуда же возникло это стремление свести пространственно-временной кон-
тинуум на эмерджентный уровень или вовсе отказаться от него? Вот что пишет
Гейзенберг: «. . . уже первые работы в этой области выявили очень серьёзные
трудности в области, где квантовую теорию пытались объединить со специаль-
ной теорией относительности . . . но более точное исследование показало, что
обе теории вступают в определённом пункте в конфликт, в результате чего и
проистекают все дальнейшие трудности . . . действие на большие расстояния
так, как оно выступает в случае сил тяготения в ньютоновской механике, ока-
залось несовместимым со специальной теорией относительности. Новая теория
должна была заменить такое действие «близкодействием», то есть передачей си-
лы из одной точки только непосредственно соседней точке . . . Поэтому структу-
ра пространства и времени, выражаемая специальной теорией относительности,
предельно резко отграничивает область одновременности, в которой не может
быть передано никакое воздействие, от других областей, в которых непосред-
ственное воздействие одного процесса на другой может иметь место. С дру-
гой стороны, соотношение неопределённостей квантовой теории устанавливает
жёсткую границу точности, с которой могут быть одновременно измерены коор-
динаты и импульсы или моменты времени и энергии. Так как предельно резкая
граница означает бесконечную точность фиксации положения в пространстве и
во времени, то соответствующие импульсы и энергии должны быть полностью
неопределёнными, то есть с подавляющей вероятностью должны выступить на
первый план процессы даже со сколь угодно большими импульсами и энер-
гиями. Поэтому всякая теория, которая одновременно выполняет требования
специальной теории относительности и квантовой теории, ведёт, оказывается,
к математическим противоречиям, а именно к расходимостям в области очень
больших энергий и импульсов» [8, c. 98–99]. Таким образом, рождённый от
брака (не на равных основаниях) между СТО и КМ «гибрид» (квантовая теория
поля), был наделён изначально «неизлечимой родовой болезнью». Все попытки
«излечения» (перенормировки) не имели концептуальный характер, а являлись,

1Следует отметить, что в программе Пенроуза [3, 4] твисторная структура понимается как
подлежащая (более фундаментальная) структура по отношению к пространству-времени Мин-
ковского. Другими словами, пространственно-временной континуум не является фундаменталь-
ной субстанцией в твисторном подходе, а представляется полностью производной конструкцией,
генерируемой подлежащей твисторной структурой. Параллельно с твисторным подходом, тео-
рия декогеренции [5] утверждает, что в основании реальности мы имеем нелокальный кванто-
вый субстрат (квантовый домен), а весь видимый мир (классический домен≡пространственно-
временной континуум) возникает из квантового домена в результате процесса декогеренции
[6,7]. Оба направления (твисторная программа и теория декогеренции) рассматривают класси-
ческое пространство-время как эмерджентный уровень.
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по меткому выражению Фейнмана, «заметанием мусора под ковёр».
Очевидно, что объединение СТО и КМ не лежит на пути «релятивиза-

ции» квантовой механики или «квантования» теории относительности. Каждая
из этих теорий описывает свой слой реальности: микромир (КМ) и макромир
(СТО). Эти два мира не изолированы друг от друга, а соприкасаются по некото-
рой промежуточной границе, переходя через которую микромир (потенция) пре-
вращается (актуализируется) в макромир. В настоящей статье предпринимается
попытка аксиоматически описать эту двухуровневую структуру реальности2 в
рамках концепции Гейзенберга-Фока [9, 10]. Исходным пунктом исследования
является определение основных структурных составляющих формализма. Со-
гласно фон Нейману [11], примитивными (неопределяемыми) понятиями фор-
мализма квантовой механики являются система, наблюдаемая и состояние3.
Основным неопределяемым понятием является единая квантовая система U.
В качестве наблюдаемой берётся C∗-алгебра4, состоящая из оператора энергии
H и присоединённых к H генераторов группы фундаментальной симметрии
Gf . Состояния единой квантовой системы U формируются в рамках конструк-
ции Гельфанда-Наймарка-Сигала [13,14], т. е. как циклические представления
операторной алгебры. Получающийся в результате спектр состояний во многом
подобен спектру материи Гейзенберга, в котором состояния (частицы) опреде-
ляются как флуктуации нелинейного спинорного поля5. Главным отличием от
подхода Гейзенберга является представление о том, что генератором состояний

2В связи с этим интересно отметить следующую аналогию. Физики, отрицающие двух-
уровневую (двухслойную) концепцию Гейзенберга-Фока, напоминают собой психотерапевта,
который категорически не признает фундаментальную роль подсознания (как будто бы и не
было работ Фрейда и Юнга) во всех аспектах психофизиологии человека, ограничиваясь при
этом одним только сознанием.

3Джеммер [12] рассматривает формализм фон Неймана как эталон полноты и математиче-
ской строгости, сравнивая с ним далее все последующие интерпретации квантовой механики.

4Ирвинг Сигал, один из создателей теории C∗-алгебр, первым предложил использовать
абстрактную C∗-алгебру в основании физической интерпретации КМ. Однако на тот момент
(40–50 гг. XX века) эта идея не получила поддержки в среде квантовополевых теоретиков
(главным образом в силу проблемы несчётного множества неэквивалентных представлений
канонических коммутационных соотношений).

5В основу теории Гейзенберга кладётся некоторое фундаментальное спинорное поле («пра-
материя»), описываемое нелинейным уравнением [15,16]

iσν
∂χ(x)

∂xν
+ l2σν : χ(x) (χ∗(x)σνχ(x)) := 0.

Здесь l – произвольная константа размерности длины, полевой оператор χ(x) определяется как
двухкомпонентный (вейлевский) спинор относительно преобразований Лоренца и как двухком-
понентный спинор в изопространстве, σν = (1,σ) – матрицы Паули. Символ : : во втором члене
относится к определению произведения трёх полевых операторов в одной пространственно-
временной точке («виковское произведение»). Гейзенберг полагал, что возбуждённые состояния
поля χ(x) приводят к различным реально наблюдаемым частицам, составляющим спектр ма-
терии. Паули, доказавший инвариантность уравнения Гейзенберга относительно изоспиновой
группы, на первоначальном этапе развития нелинейной спинорной теории был её активным
сторонником. Однако впоследствии Паули подверг резкой критике теорию Гейзенберга и пол-
ностью отошел от этой проблематики (см. вступительную статью Иваненко в сборнике [16]).
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системы U является не «праматерия» Гейзенберга-Паули, а абстрактная C∗-
алгебра (по Сигалу). В силу гибкости конструкции ГНС при каждой конкрет-
ной реализации операторной алгебры («одевании») получаем свой (соответству-
ющий данной реализации) спектр состояний (спектр материи) системы U. Так,
в случае, когда присоединённые к H генераторы группы фундаментальной сим-
метрии (Gf = SO0(1, 3) – группа Лоренца) являются генераторами комплексной
оболочки групповой алгебры sl(2,C), получаем линейно растущий спектр масс
состояний («элементарных частиц») [17, 18]6. В этом случае «одевание» опе-
раторной алгебры и построение циклических представлений конструкции ГНС
осуществляется в рамках спинорной структуры (заряженные, нейтральные, ис-
тинно нейтральные (майорановские) состояния и их дискретные симметрии
задаются посредством морфизмов спинорной структуры, см. [20–22]). В п. 4
настоящей статьи в качестве группы фундаментальной симметрии рассматри-
вается конформная группа (Gf = SO0(2, 4))7. В данном случае конкретная
реализация операторной C∗-алгебры задаётся посредством присоединённых к
H генераторов комплексной оболочки групповой алгебры so(2, 4) и твистор-
ной структуры, ассоциированной с группой SU(2, 2) (универсальное накрытие
конформной группы). Комплексная оболочка алгебры so(2, 4) приводит к пред-
ставлению Румера-Фета F+

s для конформной группы. Представление F+
s явля-

ется базой теоретико-группового описания периодической системы элементов
[23–25]. Как известно, спинорная структура (СС) является подструктурой тви-
сторной структуры (ТС), следовательно, все морфизмы СС переносятся на ТС.
Итак, при данной конкретной реализации C∗-алгебры имеем спектр состояний
системы U, описывающей периодическую систему элементов Менделеева. При
этом, в отличие от модели Бора, атомы всех элементов описываются как единая
квантовая система8.

2. Аксиомы локальной квантовой теории

Как известно [26], существует два варианта локального алгебраического
подхода: конкретный (или теория Хаага-Араки), в котором локальные алгебры
являются алгебрами фон Неймана A(O) в некотором гильбертовом простран-
стве H, и абстрактный (или теория Хаага-Кастлера), в котором локальные

6Линейно растущий спектр масс элементарных частиц был впервые отмечен Намбу [19] и
впоследствии исследовался в работах Макгрегора, Палацци, Сидхарта и др. (см. библиографию
в [18]).

7В некотором смысле это позволяет уйти от иллюзии «фундаментальности» группы Лоренца
SO0(1, 3), описывающей, как известно, вращения четырёхмерного псевдоевклидова простран-
ства R1,3.

8Фет отмечал, что «. . . модель Бора не описывает атомы различных элементов как еди-
ную квантовую систему. В самом деле, понятие квантовой системы предполагает, что имеется
гильбертово пространство, векторы которого изображают все возможные состояния системы,
и что в этом пространстве задан гамильтониан, собственные векторы которого изображают
стационарные состояния системы, – в данном случае такие состояния должны соответство-
вать атомам всех элементов. Такого описания нет в модели Бора . . . тем более нет в модели
Бора группы симметрии, операторы которой переводили бы друг в друга векторы состояния,
соответствующие разным элементам» [25, c. 151].
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алгебры являются абстрактными C∗-алгебрами A(O). Различие между этими
двумя вариантами имеет значение лишь с конструктивной точки зрения. А
именно, может случиться, что алгебра наблюдаемых построена раньше, чем
выбрано её физическое представление π, тогда предпочтительнее абстрактно-
алгебраическая точка зрения (теория Хаага-Кастлера). Когда же физическое
представление π зафиксировано, то абстрактные C∗-алгебры A(O) можно счи-
тать «конкретными» алгебрами фон Неймана π(A(O)) (локальные наблюдае-
мые, определённые в слабой операторной топологии физического представле-
ния). Придерживаясь [27], перечислим основные аксиомы локального алгебра-
ического подхода.

A.I (Алгебра наблюдаемых) Физическая система характеризуется неко-
торой C∗-алгеброй A с единицей, эрмитовы элементы которой называются
(ограниченными) наблюдаемыми. Значение функционала ω(A), где ω ∈ S(A),
A = A∗ есть среднее значение наблюдаемой A в состоянии ω.

A.II (Состояния) Множество физических состояний S (алгебры наблю-
даемых A) совпадает с множеством всех состояний Sπ, ассоциированным
с представлением π = πphys (называемым физическим представлением) ал-
гебры A в некотором гильбертовом пространстве H = Hphys (называемом
физическим пространством).

A.III (Пуанкаре-инвариантность) В физическом гильбертовом простран-
стве H определено унитарное представление (a,Λ) → U(a,Λ) спинорной
группы Пуанкаре P0 (непрерывное в слабой операторной топологии), зада-
ющее закон преобразования при трансляциях и преобразованиях Лоренца
для наблюдаемых

A −→ U(a,Λ)AU(a,Λ)−1

и векторов состояния
|Φ〉 −→ U(a,Λ) |Φ〉

(здесь A – произвольный элемент алгебры наблюдаемых A или алгебры на-
блюдаемых фон Неймана A, |Φ〉 – произвольный вектор из H). Генераторы
этого представления – операторы полного 4-импульса pµ и четырёхмерного
углового момента Mλµ – являются самосопряжёнными операторами в H,
присоединёнными к алгебре наблюдаемых фон Неймана.

A.IV (Спектральность) Спектр оператора энергии-импульса p принадле-
жит замкнутому верхнему световому конусу V

+9.
A.V (Локализация) Каждому ограниченному открытому множеству O

пространства-времени Минковского M = R1,3 сопоставлена C∗-алгебра с
единицей A(O), являющаяся подалгеброй алгебры наблюдаемых A и назы-
ваемая алгеброй (локальных) наблюдаемых, ассоциированных с множеством
O; при этом алгебра A является пополнением по норме объединения

Aloc =
⋃
O⊂M

A(O),

9Аксиому спектральности часто формулируют следующим образом: в H существует пол-
ная система состояний с неотрицательной энергией.
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называемого алгеброй локальных наблюдаемых. Кроме того, выполнены сле-
дующие условия:
(а) изотония: если O1 ⊂ O2, то A(O1) ⊂ A(O2);
(б) ковариантность относительно собственной группы Пуанкаре:

αa,Λ(A(O)) = A(ΛO + a);

(в) локальная коммутативность: алгебры A(O1) и A(O2), ассоциированные с
пространственноподобно разделёнными областями O1 и O2, коммутируют
между собой.

Семейство {A(O)}O⊂M C∗-алгебр, удовлетворяющих условию изотонии, на-
зывают сетью C∗-алгебр надM. По аналогии с классической физикой понятие
поля в квантовой физике призвано реализовать идею близкодействия. Поэтому
в системе аксиом локального алгебраического подхода появляется аксиома A.V.

В локальном алгебраическом подходе никогда не утверждалось, что систе-
ма аксиом A.I–A.V является единственно возможной, и только она приводит
к физически приемлемому описанию «релятивистских квантовых объектов».
Что касается возможности появления принципиально новых аксиом, то сле-
дует отметить, что предпринимались неоднократные попытки постулировать
аксиому корпускулярной интерпретации. В локальной квантовой теории поиск
критерия корпускулярной интерпретации исходит из общей трактовки частицы
как «асимптотически стабильного центра локализации». Однако, как отмечают
Бухгольц и Хааг [28], до сих пор не найден адекватный способ математического
выражения подобной концепции частицы.

Уже беглый взгляд на систему аксиом A.I–A.V показывает, что непосред-
ственно к квантовой механике имеют отношение только первые две аксиомы,
а все последующие аксиомы представляют собой пространственно-временной
«фон», в который погружена («релятивизирована») квантовая механика10.
С целью уйти от подобного рода совмещённой («гибридной») аксиоматики в
п. 4 будет предпринята попытка аксиоматизации квантовой теории на базе кон-
цепции Гейзенберга-Фока.

3. Комплексные оболочки групповых алгебр

В этом параграфе рассмотрим комплексные оболочки групповых алгебр
sl(2,C) (группа Лоренца SO0(1, 3)) и so(2, 4) (конформная группа SO0(2, 4)). Как
известно, с комплексной оболочкой алгебры sl(2,C) ассоциирована спинорная
структура. В свою очередь с комплексной оболочкой алгебры so(2, 4) ассоции-
рована твисторная структура. Спинорная структура является подструктурой
твисторной структуры. С другой стороны, как показал Сигал [30], алгебра Ли
неоднородной группы Лоренца (т. е. группы Пуанкаре) может быть получена

10Образно говоря, бесконечномерное гильбертово пространство квантовой механики здесь
втиснуто в прокрустово ложе пространственно-временного континуума. В связи с этим
де Бройль писал: «. . . мы должны с большими или меньшими трудностями втиснуть мик-
роскопические явления в рамки понятий пространства и времени, хотя нас всё время будет
беспокоить чувство, что мы пытаемся втиснуть алмаз в оправу, которая ему не подходит» [29].
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деформацией из конформной алгебры Ли. В свою очередь конформная алгебра
Ли является «жёсткой», т. е. не может быть получена деформированием другой
алгебры Ли. В силу этого свойства конформная алгебра (алгебра некомпакт-
ной вещественной псевдоортогональной группы в шестимерном пространстве
с сигнатурой (−,−,−,−,+,+)) имеет уникальный (завершённый) характер и
занимает выделенное место среди других алгебр. В п. 4 при рассмотрении акси-
ом нелокального подхода в качестве группы фундаментальной симметрии будет
взята конформная группа.

3.1. Комплексная оболочка групповой алгебры sl(2,C)
и представление ван дер Вардена

Как известно, универсальное накрытие собственной группы Лоренца
SO0(1, 3) (группа вращений четырёхмерного псевдоевклидова пространства
R1,3) задаётся спинорной группой

Spin+(1, 3) '
{(

α β
γ δ

)
∈ C2 : det

(
α β
γ δ

)
= 1

}
= SL(2,C).

Пусть g → Tg – произвольное линейное представление собственной группы
Лоренца SO0(1, 3) и пусть Ai(t) = Tai(t) – инфинитезимальный оператор, соот-
ветствующий вращению ai(t) ∈ SO0(1, 3). Аналогично пусть Bi(t) = Tbi(t), где
bi(t) ∈ SO0(1, 3) – гиперболическое вращение. Элементы Ai и Bi образуют базис
групповой алгебры sl(2,C) и удовлетворяют соотношениям

[A1,A2] = A3, [A2,A3] = A1, [A3,A1] = A2,

[B1,B2] = −A3, [B2,B3] = −A1, [B3,B1] = −A2,

[A1,B1] = 0, [A2,B2] = 0, [A3,B3] = 0,

[A1,B2] = B3, [A1,B3] = −B2,

[A2,B3] = B1, [A2,B1] = −B3,

[A3,B1] = B2, [A3,B2] = −B1.


(1)

Обозначая L23 = A1, L31 = A2, L12 = A3, а L01 = B1, L02 = B2, L03 = B3, запишем
соотношения (1) в более компактной форме:

[Lµν , Lλρ] = gµρLλν + gνλLµρ − gνρLµλ − gµλLνρ.

Перейдём к комплексной оболочке групповой алгебры sl(2,C), определяя
операторы

Xl =
1

2
i(Al + iBl), Yl =

1

2
i(Al − iBl), (2)

(l = 1, 2, 3).
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Используя соотношения (1), находим

[Xk,Xl] = iεklmXm, [Yl,Ym] = iεlmnYn, [Xl,Ym] = 0. (3)

Далее, вводя генераторы вида («повышающие» и «понижающие» генераторы
группы SL(2,C))

X+ = X1 + iX2, X− = X1 − iX2,

Y+ = Y1 + iY2, Y− = Y1 − iY2,

 , (4)

получим
[X3,X+] = X+, [X3,X−] = −X−, [X+,X−] = 2X3,

[Y3,Y+] = Y+, [Y3,Y−] = −Y−, [Y+,Y−] = 2Y3.

В силу коммутативности соотношений (3) пространство неприводимого конеч-
номерного (спинорного) представления группы SO0(1, 3) может быть натянуто
на совокупность (2l + 1)(2l̇ + 1) базисных векторов | l,m; l̇, ṁ〉, где l,m, l̇, ṁ –
целые или полуцелые числа, −l 6 m 6 l, −l̇ 6 ṁ 6 l̇. Следовательно,

X− | l,m; l̇, ṁ〉 =
√

(l +m)(l −m+ 1) | l,m− 1, l̇, ṁ〉 (m > −l),
X+ | l,m; l̇, ṁ〉 =

√
(l −m)(l +m+ 1) | l,m+ 1; l̇, ṁ〉 (m < l),

X3 | l,m; l̇, ṁ〉 = m | l,m; l̇, ṁ〉,

Y− | l,m; l̇, ṁ〉 =

√
(l̇ + ṁ)(l̇ − ṁ+ 1) | l,m; l̇, ṁ− 1〉 (ṁ > −l̇),

Y+ | l,m; l̇, ṁ〉 =

√
(l̇ − ṁ)(l̇ + ṁ+ 1) | l,m; l̇, ṁ+ 1〉 (ṁ < l̇),

Y3 | l,m; l̇, ṁ〉 = ṁ | l,m; l̇, ṁ〉. (5)

Из соотношений (3) следует, что каждое из множеств операторов X и Y генери-
рует группу SU(2) и эти две группы коммутируют между собой. Таким образом,
из соотношений (3) следует, что в рамках комплексной оболочки групповая ал-
гебра sl(2,C), по существу, эквивалентна (алгебраически изоморфна) прямой
сумме su(2)⊕ isu(2) (см. также [34, с. 28])11. В противоположность представле-
нию Гельфанда-Наймарка для группы Лоренца [35,36], которое так и не нашло
широкого применения в физике, представление (5) является наиболее использу-
емым в теоретической физике (см., например, [31, 37–39]). Это представление

11В некотором смысле это позволяет представить группу SL(2,C) произведением SU(2) ⊗
SU(2), как это сделано Райдером [31]. Более того, в работах [32, 33] группа Лоренца пред-

ставлена произведением SUR(2)⊗ SUL(2), где спиноры ψ(pµ) =

(
φR(p

µ)

φL(p
µ)

)
(φR(pµ) и φL(pµ) –

право- и левополяризованные спиноры) преобразуются в рамках пространства представления
(j, 0) ⊕ (0, j). Однако изоморфизм SL(2, C) ' SU(2) ⊗ SU(2) не является корректным (даже
в локальном смысле) с теоретико-групповой точки зрения. Действительно, группы SO0(1, 3)
и SO(4) являются вещественными формами комплексной шестимерной группы Ли SO(4,C) с
комплексной алгеброй Ли D2 = A1 + A1. Вещественные алгебры Ли компактны в том случае,
когда форма Киллинга является отрицательноопределённой [34]. Это справедливо для алгебры
Ли группы SO(4), но не для SO0(1, 3).
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для группы Лоренца было впервые дано ван дер Варденом в классической
монографии [40]. Следует отметить, что базис представления, определяемый
формулами (2)–(5), имеет вполне очевидный физический смысл. Например, в
случае пространства представления (1, 0) ⊕ (0, 1) имеет место аналогия с фо-
тонными спиновыми состояниями. А именно операторы X и Y соответствуют
право- и левополяризованным состояниям фотона. По этой причине канони-
ческий базис, состоящий из векторов вида | lm; l̇ṁ〉, называют спиральным
базисом, или базисом комплексного углового момента.

3.2. Комплексная оболочка групповой алгебры so(2, 4)

Как известно [25], система пятнадцати генераторов конформной группы
SO0(2, 4) удовлетворяет следующим перестановочным соотношениям:

[Lαβ,Lγδ] = i (gαδLβγ + gβγLαδ − gαγLβδ − gβδLαγ) ,

(α, β, γ, δ = 1, . . . , 6, α 6= β, γ 6= δ).

Генераторы Lαβ образуют базис групповой алгебры so(2, 4). С целью перейти к
комплексной оболочке алгебры so(2, 4) рассмотрим другую систему генерато-
ров, предложенную Т. Йао [41]. Пусть

J1 = 1/2 (L23 − L14) , J2 = 1/2 (L31 − L24) , J3 = 1/2 (L12 − L34) ,

K1 = 1/2 (L23 + L14) , K2 = 1/2 (L31 + L24) , K3 = 1/2 (L12 + L34) ,

P1 = 1/2 (−L35 − L16) , P2 = 1/2 (L45 − L36) , P0 = 1/2 (−L34 − L56) ,

Q1 = 1/2 (L35 − L46) , Q2 = 1/2 (L45 + L36) , Q0 = 1/2 (L34 − L56) ,

S1 = 1/2 (−L15 + L26) , S2 = 1/2 (−L25 − L16) , S0 = 1/2 (L12 − L56) ,

T1 = 1/2 (−L15 − L26) , T2 = 1/2 (L25 − L16) , T0 = 1/2 (−L12 − L56) . (6)

Эта система 18 генераторов связана тремя соотношениями:

J3 −K3 = P0 −Q0, J3 + K3 = S0 − T0, P0 + Q0 = S0 + T0. (7)

В силу независимости генераторов Lαβ (α < β) (6) задаёт избыточную систе-
му генераторов группы SO0(2, 4), из которой можно получить базис алгебры
so(2, 4), исключив три генератора с помощью (7).

Перейдём к комплексной оболочке алгебры so(2, 4), положив

J± = J1 ± iJ2, P± = P1 ± iP2, S± = S1 ± iS2,

K± = K1 ± iK2, Q± = Q1 ± iQ2, T± = T1 ± iT2. (8)

Тогда
[J3, J+] = J+, [J3, J−] = −J−, [J+, J−] = 2J3,

[K3,K+] = K+, [K3,K−] = −K−, [K+,K−] = 2K3,
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[P0,P+] = P+, [P0,P−] = −P−, [P+,P−] = −2P0,

[Q0,Q+] = Q+, [Q0,Q−] = −Q−, [Q+,Q−] = −2Q0,

[S0,S+] = S+, [S0,S−] = −S−, [S+,S−] = −2S0,

[T0,T+] = T+, [T0,T−] = −T−, [T+,T−] = −2T0,

[Ji,Kj] = 0 (i, j = +,−, 3),

[J+,P+] = 0, [J+,P−] = −T−, [J+,P0] = −1/2J+,

[J−,P+] = T+, [J−,P−] = 0, [J−,P0] = 1/2J−,

[J3,P+] = 1/2P+, [J3,P−] = −1/2P−, [J3,P0] = 0,

[J+,Q+] = S+, [J+,Q−] = 0, [J+,Q0] = 1/2J+,

[J−,Q+] = 0, [J−,Q−] = −S−, [J−,Q0] = −1/2J−,

[J3,Q+] = −1/2Q+, [J3,Q−] = 1/2Q−, [J3,Q0] = 0,

[J+,S+] = 0, [J+,S−] = −Q−, [J+,S0] = −1/2J+,

[J−,S+] = Q+, [J−,S−] = 0, [J−,S0] = 1/2J−,

[J3,S+] = 1/2S+, [J3,Q−] = −1/2S−, [J3,S0] = 0,

[J+,T+] = P+, [J+,T−] = 0, [J+,T0] = 1/2J+,

[J−,T+] = 0, [J−,T−] = −P−, [J−,T0] = −1/2J−,

[J3,T+] = −1/2T+, [J3,T−] = 1/2T−, [J3,T0] = 0,

[K+,P+] = −S+, [K+,P−] = 0, [K+,P0] = 1/2K+,

[K−,P+] = 0, [K−,P−] = S−, [K−,P0] = −1/2K−,

[K3,P+] = −1/2P+, [K3,P−] = 1/2P−, [K3,P0] = 0,

[K+,Q+] = 0, [K+,Q−] = T−, [K+,Q0] = −1/2K+,

[K−,Q+] = −T+, [K−,Q−] = 0, [K−,Q0] = 1/2K−,

[K3,Q+] = 1/2Q+, [K3,Q−] = −1/2Q−, [K3,Q0] = 0,

[K+,S+] = 0, [K+,S−] = P−, [K+,S0] = −1/2K+,

[K−,S+] = −P+, [K−,S−] = 0, [K−,S0] = 1/2K−,

[K3,S+] = 1/2S+, [K3,S−] = −1/2S−, [K3,S0] = 0,

[K+,T+] = −Q+, [K+,T−] = 0, [K+,T0] = 1/2K+,

[K−,T+] = 0, [K−,T−] = Q−, [K−,T0] = −1/2K−,

[K3,T+] = −1/2T+, [K3,T−] = 1/2T−, [K3,T0] = 0,

[Pi,Qj] = 0 (i, j = +,−, 0),

[P+,S+] = 0, [P+,S−] = K−, [P+,S0] = −1/2P+,

[P−,S+] = −K+, [P−,S−] = 0, [P−,S0] = 1/2P−,
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[P0,S+] = 1/2S+, [P0,S−] = −1/2S−, [P0,S0] = 0,

[P+,T+] = 0, [P+,T−] = −J+, [P+,T0] = −1/2P+,

[P−,T+] = J−, [P−,T−] = 0, [P−,T0] = 1/2P−,

[P0,T+] = 1/2T+, [P0,T−] = −1/2T−, [P0,T0] = 0,

[Q+,S+] = 0, [Q+,S−] = −J−, [Q+,S0] = −1/2Q+,

[Q−,S+] = J+, [Q−,S−] = 0, [Q−,S0] = 1/2Q−,

[Q0,S+] = 1/2S+, [Q0,S−] = −1/2S−, [Q0,S0] = 0,

[Q+,T+] = 0, [Q+,T−] = K+, [Q+,T0] = −1/2Q+,

[Q−,T+] = −K−, [Q−,T−] = 0, [Q−,T0] = 1/2Q−,

[Q0,T+] = 1/2T+, [Q0,T−] = −1/2T−, [Q0,T0] = 0,

[Si,Tj] = 0 (i, j = +,−, 0).

Рассмотрим специальное представление конформной группы SO0(2, 4) ана-
логичное представлению ван дер Вардена (5) для группы Лоренца SO0(1, 3).
Это локальное представление группы SO0(2, 4) непосредственно связано с пред-
ставлением Фока для подгруппы SO(4) (см. приложение А). По сути это пред-
ставление является расширением представления Фока для SO(4) до унитарного
представления конформной группы SO0(2, 4) в пространстве Фока F с помо-
щью базиса (A.2). Используя генераторы (8) комплексной оболочки алгебры
so(2, 4), получим

J−|j, σ, τ〉 =
√

(j + σ)(j − σ + 1)|j, σ − 1, τ〉,
J+|j, σ, τ〉 =

√
(j − σ)(j + σ + 1)|j, σ + 1, τ〉,

J3|j, σ, τ〉 = σ|j, σ, τ〉,
K−|j, σ, τ〉 =

√
(j + τ)(j − τ + 1)|j, σ, τ − 1〉,

K+|j, σ, τ〉 =
√

(j − τ)(j + τ + 1)|j, σ, τ + 1〉,
K3|j, σ, τ〉 = τ |j, σ, τ〉,

P−|j, σ, τ〉 = −i
√

(j + σ)(j − τ)

∣∣∣∣j − 1

2
, σ − 1

2
, τ +

1

2

〉
,

P+|j, σ, τ〉 = i
√

(j − τ + 1)(j + σ + 1)

∣∣∣∣j +
1

2
, σ +

1

2
, τ − 1

2

〉
,

P0|j, σ, τ〉 =

(
j +

σ − τ + 1

2

)
σ |j, σ, τ〉 ,

Q−|j, σ, τ〉 = i
√

(j + τ)(j − σ)

∣∣∣∣j − 1

2
, σ +

1

2
, τ − 1

2

〉
, (9)

Q+|j, σ, τ〉 = −i
√

(j − σ + 1)(j + τ + 1)

∣∣∣∣j +
1

2
, σ − 1

2
, τ +

1

2

〉
,

Q0|j, σ, τ〉 =

(
j − σ − τ − 1

2

)
|j, σ, τ〉 ,
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S−|j, σ, τ〉 = i
√

(j + σ)(j + τ)

∣∣∣∣j − 1

2
, σ − 1

2
, τ − 1

2

〉
,

S+|j, σ, τ〉 = −i
√

(j + τ + 1)(j + σ + 1)

∣∣∣∣j +
1

2
, σ +

1

2
, τ +

1

2

〉
,

S0|j, σ, τ〉 =

(
j +

σ + τ + 1

2

)
σ |j, σ, τ〉 ,

T−|j, σ, τ〉 = −i
√

(j − τ)(j − σ)

∣∣∣∣j − 1

2
, σ +

1

2
, τ +

1

2

〉
,

T+|j, σ, τ〉 = i
√

(j − σ + 1)(j − τ + 1)

∣∣∣∣j +
1

2
, σ − 1

2
, τ − 1

2

〉
,

T0|j, σ, τ〉 =

(
j − σ + τ − 1

2

)
|j, σ, τ〉 .

Формулы (9) задают унитарное представление конформной группы SO0(2, 4)
в пространстве Фока F. В число формул (9) входят формулы для Jk, Kk, задаю-
щие представления Φn в подпространствах Fn (см. (A.1), где j1 = j2 = j) и тем
самым представление Фока Φ на подгруппе SO(4). Более того, при ограниче-
нии SO0(2, 4) на подгруппу SO0(1, 3) (группу Лоренца) получим представление
ван дер Вардена (5), задаваемое генераторами Xk, Yk, что и доказывает сход-
ство комплексных оболочек групповых алгебр so(2, 4) и sl(2,C). Представление,
задаваемое формулами (9), называется расширением F+ представления Фока
на конформную группу [25]. Это представление является базой теоретико-
группового описания периодической системы элементов [23–25]. В п. 4 пред-
ставление F+ будет использовано для построения конкретной реализации опе-
раторной алгебры π(H) в рамках конструкции ГНС.

4. Аксиомы нелокального подхода

Согласно концепции Гейзенберга-Фока реальность имеет двухуровневую
структуру: потенциальная реальность и актуальная реальность. Гейзенберг
утверждал, что любой квантовый микрообъект принадлежит обеим сторонам
реальности: во-первых, потенциальной реальности как суперпозиция, и, во-
вторых, актуальной реальности после редукции суперпозиции, т. е. измерения.
Измерение есть локализация (актуализация) какого-либо состояния единой
квантовой системы U12. С целью аксиоматизировать двухуровневую структу-

12Уилер отмечал, что «никакой элементарный феномен не является феноменом, пока он не
является наблюдаемым (регистрируемым) феноменом». Представление же о том, что квантовый
микрообъект существует сам по себе до всякого измерения в виде некоей корпускулы (точеч-
ной или занимающей некоторую область O пространства-времени), так называемого «асимп-
тотически стабильного центра локализации», является petitio principii. Более того, понятие
множественности квантовых микрообъектов также является логической ошибкой. Не суще-
ствует множественности квантовых микрообъектов, существует единая квантовая система U,
состояния которой идентифицируются как квантовые микрообъекты (элементарные частицы) в
результате измерения. По сути здесь лежит (в рамках U) и решение проблемы множественно-
сти и тождественности.
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ру концепции Гейзенберга-Фока с позиции алгебраического подхода введём
следующую систему аксиом13.

A.I (Энергия и фундаментальная симметрия) Единая квантовая система
U на фундаментальном уровне характеризуется C∗-алгеброй A с единицей,
состоящей из оператора энергии H и присоединённых к H генераторов
группы фундаментальной симметрии Gf , образующих с H общую систему
собственных функций.

A.II (Состояния) Физическое состояние C∗-алгебры A определяется цик-
лическим вектором |Φ〉 представления π C∗-алгебры в сепарабельном гиль-
бертовом пространстве H∞:

ωΦ(H) =
〈Φ | π(H)Φ〉
〈Φ | Φ〉

.

Множество PS(A) всех чистых состояний C∗-алгебры A совпадает с мно-
жеством всех состояний ωΦ(H), ассоциированных со всеми неприводимы-
ми циклическими представлениями π алгебры A, |Φ〉 ∈ H∞ (конструкция
Гельфанда-Наймарка-Сигала).

A.III (Пространство лучей) Множество всех чистых состояний ωΦ(H)
при выполнении условия ωΦ(H) > 0 образует физическое гильбертово про-
странство Hphys (в общем случае пространство Hphys несепарабельно).
Для каждого вектора состояния |Ψ〉 ∈ Hphys существует единичный луч
Ψ = eiα |Ψ〉, где α пробегает все вещественные числа и

√
〈Ψ |Ψ〉 = 1. Про-

странство лучей есть фактор-пространство Ĥ = Hphys/S
1, т. е. проек-

тивное пространство одномерных подпространств из Hphys. Все состояния
единой квантовой системы U описываются единичными лучами.

A.IV (Аксиома спектральности) В Ĥ существует полная система состо-
яний с неотрицательной энергией.

A.V (Принцип суперпозиции) Основное соответствие между физически-
ми состояниями и элементами пространства Ĥ включает принцип супер-
позиции квантовой теории, т. е. существует набор базисных состояний
таких, что произвольные состояния могут быть построены из них при
помощи линейных суперпозиций.

A.0→B.0 (Принцип редукции) Редукция суперпозиции лучей (измерение)
системы U описывается как переход от Ψ =

∑
k ckΨk к Ψ1, т. е.

Ψ =
∑
k

ckΨk −→ Ψ1

13Эта система ни в коей мере не претендует на исчерпывающую полноту и законченность,
являясь по сути первым наброском подобного рода. Аксиомы A.I–A.IV описывают фунда-
ментальный уровень (квантовый домен), аксиомы B.I и B.II принадлежат к классическому
(локальному) домену (актуальной реальности). Аксиома редукции A.0→B.0 служит своего
рода «границей между двумя мирами». Следует отметить, что все определения, так или иначе
связанные с модусом потенции, имеют ярко выраженный апофатический характер: нелокаль-
ный квантовый субстрат, несепарабельное гильбертово пространство, небулева логика и т. д.
В связи с этим вспоминается знаменитая фраза Витгенштейна: «О чем невозможно говорить, о
том следует молчать» [42]. Однако средства абстрактно-алгебраического подхода, обладающие
преимущественно невербальным инструментарием, позволяют перешагнуть эту границу.
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с вероятностью |c1|2 (в соответствии с правилами Борна).
B.I (Локализация) Каждому ограниченному открытому множеству O

пространства-времени Минковского M = R1,3 сопоставлена C∗-алгебра с
единицей A(O), являющаяся подалгеброй нелокальной алгебры A и называ-
емая алгеброй локальных наблюдаемых, ассоциированных с множеством O;
при этом алгебра Aloc является пополнением по норме объединения

Aloc =
⋃
O⊂M

A(O),

называемого алгеброй локальных наблюдаемых. Кроме того, выполнены сле-
дующие условия:
(а) изотония: если O1 ⊂ O2, то A(O1) ⊂ A(O2);
(б) локальная коммутативность: алгебры A(O1) и A(O2), ассоциированные
с пространственноподобно разделёнными областями O1 и O2, коммутиру-
ют между собой.

B.II (Пуанкаре-инвариантность) В гильбертовом пространстве H опреде-
лено унитарное представление (a,Λ)→ U(a,Λ) спинорной группы Пуанкаре
P0 (непрерывное в слабой операторной топологии), задающее закон пре-
образования при трансляциях и преобразованиях Лоренца для локальных
наблюдаемых

A −→ U(a,Λ)AU(a,Λ)−1

и векторов состояния
|Φ〉 −→ U(a,Λ) |Φ〉

(здесь A – произвольный элемент алгебры локальных наблюдаемых A(O)
или алгебры фон Неймана A(O), |Φ〉 – произвольный вектор из H). При
этом для алгебры A(O) выполняется условие ковариантности относитель-
но собственной группы Пуанкаре:

αa,Λ(A(O)) = A(ΛO + a).

Генераторы представления (a,Λ)→ U(a,Λ) – операторы полного 4-импульса
pµ и четырёхмерного углового момента Mλµ – являются самосопряжённы-
ми операторами в H, присоединёнными к алгебре локальных наблюдаемых
фон Неймана A(O). Спектр оператора энергии-импульса p принадлежит
замкнутому верхнему световому конусу V

+
.

Пусть согласно аксиомы A.I к оператору энергии H присоединены генерато-
ры (8) комплексной оболочки групповой алгебры so(2, 4) конформной группы.
Тогда, согласно формулам (9), получаем расширение F+ представления Фока
на конформную группу. Нашей задачей является построение физического пред-
ставления π операторной алгебры. Следуя [25], определим единую квантовую
систему U как периодическую систему элементов. Представление F+, задава-
емое формулами (9), ещё недостаточно для описания периодической системы
элементов. С этой целью необходимо включить четвёртое число Маделунга s
(аналогичное спину), что приводит к группе

SO(2, 4)⊗ SU(2). (10)
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Представление F+
s = ϕ2 ⊗ F+ группы (10), где ϕ2 – унитарное представле-

ние группы SU(2) в пространстве C(2), уже удовлетворяет этому требованию
(включению числа Маделунга s). Базис пространства F2 = C(2) ⊗ F представ-
ления F+

s (базис Румера-Фета) имеет вид

|n, l,m, s〉, n = 1, 2, . . . ; l = 0, 1, . . . , n− 1;

m = −l,−l + 1, . . . , l − 1, l; s = −1/2, 1/2, (11)

Здесь n, l, m – квантовые числа конформной группы.
Конкретная реализация операторной алгебры с использованием представ-

ления F+
s определяется следующим образом (ограниченные рамки статьи не

позволяют подробно рассмотреть это построение). Перейдём от группы SO(2, 4)
к её универсальной накрывающей SU(2, 2) ' Spin+(2, 4) (см. приложение Б),
что означает переход к SU(2, 2)⊗SU(2), тогда твисторы Zα = (ξα, ξα̇) являются
элементами минимального левого идеала алгебры C̀ 4,1 ' C4, где справедлива
следующая факторизация: ξα = ξα1α2...αk =

∑
ξα1 ⊗ ξα2 ⊗ · · · ⊗ ξαk . Следова-

тельно, каждому твистору Zα можно сопоставить пару циклических векторов
π(H) | Φ〉, π̇(H) | Φ〉 конструкции ГНС, где |Φ〉 ∈ H∞, и тем самым опре-
делить циклические представления (чистые состояния) системы U. Перенос
морфизмов спинорной структуры на твисторную структуру позволяет далее
продолжить «одевание» операторной алгебры, т. е. определить заряженные и
нейтральные состояния, а также дискретные симметрии. В этом случае векто-
ры состояния физического гильбертова пространства Hphys изображают атомы
различных элементов периодической системы Менделеева14, понимаемой теперь
как единая квантовая система U.

14При ограничении группы SO(2, 4)⊗SU(2) на подгруппу SO0(1, 3) получаем редукцию пред-
ставления F+

s на представление ван дер Вардена W , т. е. редукцию U → UW . В рамках
квантовой подсистемы UW векторы состояния пространства Hphys изображают элементарные
частицы (см. [18, 43–46]). Согласно известному высказыванию Вайскопфа ядерная физика и
физика элементарных частиц — это не две разные науки, а единая наука. В данном случае
квантовая система U представляет собой более высокий уровень организации материи (более
сложная симметрия) относительно своей подсистемы UW .
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Приложение A: Группа SO(4) и представление Фока

Как известно, группа SO(4) является максимальной компактной подгруп-
пой конформной группы SO0(2, 4). SO(4) соответствует базисным элементам
J = (J1, J2, J3) и K = (K1,K2,K3) алгебры so(2, 4):

[Jk, Jl] = iεklmJm, [Jk,Kl] = iεklmKm, [Kk,Kl] = iεklmJm.

Вводя линейные комбинации V = (J + K)/2 и V′ = (J− K)/2, получим

[Vk,Vl] = iεklmVm, [V′k,V
′
l] = iεklmV

′
m.

Генераторы V и V′ образуют базисы двух независимых алгебр so(3). Это значит,
что группа SO(4) изоморфна произведению SO(3)⊗ SO(3)15.

Универсальным накрытием группы вращений SO(4) четырёхмерного евкли-
дова пространства R4 является спинорная группа

Spin(4) '
{(

α β
γ δ

)
∈ H⊕H : det

(
α β
γ δ

)
= 1

}
= SU(2)⊗ SU(2).

Пусть SO(3)J и SO(3)K – подгруппы SO(4) с генераторами соответственно Jk
и Kk (k = 1, 2, 3), тогда каждое неприводимое представление T группы SO(4)
имеет следующее строение: пространство R представления T есть тензорное
произведение пространств R1 и R2, в которых заданы неприводимые представ-
ления Dj1 и Dj2 подгрупп SO(3)J и SO(3)K размерностей 2j1 + 1 и 2j2 + 1.
Таким образом, размерность представления T равна (2j1 + 1)(2j2 + 1), где j1,
j2 – целые или полуцелые числа. Действие операторов алгебры Ли Jk, Kk на
базисные векторы задаётся формулами:

J−|σ, τ〉 =
√

(j1 + σ)(j1 − σ + 1)|σ − 1, τ〉,
J+|σ, τ〉 =

√
(j1 − σ)(j1 + σ + 1)|σ + 1, τ〉,

J3|σ, τ〉 = σ|σ, τ〉,
K−|σ, τ〉 =

√
(j2 + τ)(j2 − τ + 1)|σ, τ − 1〉,

K+|σ, τ〉 =
√

(j2 − τ)(j2 + τ + 1)|σ, τ + 1〉,
K3|σ, τ〉 = τ |σ, τ〉. (A.1)

Данное представление группы SO(4), обозначаемое через Dj1j2, неприводимо и
унитарно.

Строение представления Фока Φ группы SO(4) задаётся разложением на
неприводимые слагаемые Φn в пространствах Fn. Как известно [25], неприво-
димое представление Φn при редукции по подгруппе SO(3) разлагается в сум-
му неприводимых представлений группы SO(3) размерностей 1, 3, . . . , 2n − 1.

15Такое положение вещей выражают следующим определением: группа SO(4) локально раз-
лагается в прямое произведение подгрупп SO(3). В целом (т. е. без предположения, что все
матрицы близки к единичной) это разложение неодназначно. SO(4) – единственная из ортого-
нальных групп SO(n), допускающая такое локальное разложение.
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В виду описанного выше строения неприводимых представлений группы SO(4),
наименьшая размерность 1 должна быть равна 2|j1 − j2| + 1, откуда вытекает
j1 = j2. Следовательно, представление Φn имеет вид Dj1j2, а поскольку для
наибольшей размерности должно быть 2n − 1 = 2(j1 + j2) + 1 = 4j + 1, то
j = (n− 1)/2. Таким образом, строение представления Фока имеет вид

Φ = Φ1 ⊕ Φ2 ⊕ . . .⊕ Φn ⊕ . . . , где Φn = Dn−1
2
,n−1

2
.

Тем самым в каждом пространстве Fn построен ортонормированный базис
|j, σ, τ〉, где j = (n− 1)/2. Все эти базисы вместе образуют ортонормированный
базис пространства Фока F:

|j, σ, τ〉 (j = 0, 1/2, 1, 3/2, . . . ;

σ = −j,−j + 1, . . . , j − 1, j; τ = −j,−j + 1, . . . , j − 1, j), (A.2)

в котором алгебра Ли группы SO(4) действует по формулам (A.1) с j1 = j2 = j.

Приложение Б: Твисторная структура и группа SU(2, 2)

Главная идея твисторной программы Пенроуза [3,4] заключается в представ-
лении классического пространства-времени как некоторой вторичной конструк-
ции, получаемой из более первичных понятий. В качестве более первичных
понятий мы имеем здесь двухкомпонентные (комплексные) спиноры, более то-
го, пары двухкомпонентных спиноров. В программе Пенроуза они называются
твисторами.

Твистор Zα определяется посредством пары двухкомпонентных спиноров:
спинора ωs и ковариантного спинора πṡ из сопряжённого пространства, т. е.
Zα = (ωs,πṡ). В теории твисторов момент (~ω) и импульс (~π) частицы строятся
из величин ωs и πṡ. Одним из важнейших аспектов этой теории является
переход от твисторов к координатному пространству-времени. Пенроуз
описывает этот переход с помощью так называемого базисного соотношения
теории твисторов

ωs = ixsṙπṡ, (Б.1)

где xsṙ – смешанный спинтензор второго ранга. В более подробной записи это
соотношение имеет вид[

ω1

ω2

]
=

i√
2

[
x0 + x3 x1 + ix2

x1 + ix2 x0 − x3

][
π1̇

π2̇

]
.

Из (Б.1) непосредственно следует, что точки пространства-времени R1,3 вос-
станавливаются над твисторным пространством C4 (эти точки соответствуют
линейным подпространствам твисторного пространства C4), являясь при этом
вторичной (производной) конструкцией относительно твисторов.
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Фактически твисторы могут быть определены как «редуцированные спино-
ры» для псевдоунитарной группы SO0(2, 4), действующей в шестимерном про-
странстве с сигнатурой (+,+,−,−,−,−). Эти редуцированные спиноры зада-
ются следующим образом. Общие спиноры являются элементами минимального
левого идеала конформной алгебры C̀ 2,4

I2,4 = C̀ 2,4f24 = C̀ 2,4
1

2
(1 + e15)

1

2
(1 + e26).

Редуцированные спиноры (твисторы) формулируются в рамках чётной подал-
гебры C̀ +

2,4 ' C̀ 4,1 (алгебра де Ситтера). Минимальный левый идеал алгебры
C̀ 4,1 ' C4 задаётся следующим выражением [47]

I4,1 = C̀ 4,1f4,1 = C̀ 4,1
1

2
(1 + e0)

1

2
(1 + ie12).

Следовательно, после редукции I2,4 → I4,1, генерируемой изоморфизмом
C̀ +

2,4 ' C̀ 4,1, мы видим, что твисторы Zα являются элементами идеала I4,1,
который приводит к группе SU(2, 2) ' Spin+(2, 4) ∈ C̀ +

2,4 (см. далее (Б.2)
и (Б.3)). Действительно, рассмотрим алгебру C̀ 2,4, ассоциированную с ше-
стимерным псевдоевклидовым пространством R2,4. Универсальное накрытие
Spin+(2, 4) группы вращений SO0(2, 4) пространства R2,4 описывается в рамках
чётной подалгебры C̀ +

2,4. Алгебра C̀ 2,4 имеет тип p − q ≡ 6 (mod 8), следова-
тельно, согласно C̀ +

p,q ' C̀ q,p−1 имеем C̀ +
2,4 ' C̀ 4,1, где C̀ 4,1 – алгебра де

Ситтера, ассоциированная с пространством R4,1. В свою очередь алгебра C̀ 4,1

имеет тип p− q ≡ 3 (mod 8) и, следовательно, имеется изоморфизм C̀ 4,1 ' C4,
где C4 – алгебра Дирака. Алгебра C4 является комплексификацией алгебры
пространства-времени C4 ' C ⊗ C̀ 1,3. Далее, алгебра C̀ 1,3 допускает следую-
щую факторизацию: C̀ 1,3 ' C̀ 1,1 ⊗ C̀ 0,2. Отсюда непосредственно следует, что
C̀ 1,3 ' C⊗ C̀ 1,1 ⊗ C̀ 0,2. Таким образом,

Spin+(2, 4) = {s ∈ C⊗ C̀ 1,1 ⊗ C̀ 0,2 | N(s) = 1} . (Б.2)

С другой стороны, в силу изоморфизма C̀ 1,3 ' C̀ 1,1 ⊗ C̀ 0,2 общий элемент
алгебры C̀ 1,3 может быть записан в виде

AC̀ 1,3 = C̀ 0
1,1e0 + C̀ 1

1,1φ+ C̀ 2
1,1ψ + C̀ 3

1,1φψ,

где φ = e123, ψ = e124 – кватернионные единицы. Следовательно,

Spin+(2, 4) =

=

{
s ∈

[
C⊗ C̀ 0

1,1 − iC⊗ C̀ 3
1,1 −C⊗ C̀ 1

1,1 + iC⊗ C̀ 2
1,1

C⊗ C̀ 1
1,1 + iC⊗ C̀ 2

1,1 C⊗ C̀ 0
1,1 + iC⊗ C̀ 3

1,1

]∣∣∣∣∣ N(s) = 1

}
. (Б.3)

Отображения пространства R1,3, генерируемые группой SO0(2, 4), индуцируют
линейные преобразования твисторного пространства C4, сохраняющие форму
ZαZα с сигнатурой (+,+,−,−). Отсюда следует, что соответствующей группой
в твисторном пространстве является SU(2, 2) (группа псевдоунитарных унимо-
дулярных 4× 4 матриц, см. (Б.3)):

SU(2, 2) =

{[
A B
C D

]
∈ C4 : det

[
A B
C D

]
= 1

}
' Spin+(2, 4).
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Abstract. An axiom system of nonlocal quantum theory is defined within Heisenberg-
Fock conception. A notion of single quantum system lies in the ground of axiomatics.
A generating kernel of this system is an abstract C∗-algebra. It is shown that different
concrete realizations of the operator algebra depend on the structure of generators of
the group of a fundamental symmetry (these generators are joined to energy oper-
ator). In the case of generators of the conformal group, we have a state spectrum
defined within Rumer-Fet representation, that leads to a group-theoretical description
of Mendeleev periodic system.
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